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RESUMEN SUMMARY 
Se desarrolla en este trabajo un método de construcción 
de splines generalizados que está basado en una 
interpretación matricial o estructural de la teoría 
matemática de dichas funciones. Se sugiere,a lo largo 
del desarrollo realizado,que tanto la terminología como 
los métodos de análisis en cálculo de estructuras y 
resistencia de materiales son muy naturales y, por tanto, 
idóneos para este campo de los splines. El método 
propuesto permite abordar, con una única y sencilla 
metodología, el tratamiento de tipos de splines muy 
diferentes.cambio de las características del spline de 
unos subintervalos a otros (modificación de pesos, 
parámetros de tensión, etc.), diferentes condiciones de 
interpolación en los distintos nodos, etc. Se destaca 
como aportación de interés la consideración de nuevas 
condiciones de interpolación definidas como acciones de 
tipo puntual (cargas). Asimismo,se interpreta y demuestra 
que la solución de problemas de contorno 
unidimensionales por el método de elementos finitos es 
nodalmente exacta cuando se utilizan ciertos espacios de 
aproximación de dimensión finita engendrados por splines 
generalizados. También se desarrolla el concepto de 
acción equivalente como generalización del de acción 
nodal equivalente. Finalmente se ilustra la aplicación de 
la metodología desarrollada, basada en la interpretación 
matricial citada, con ejemplos de splines en el campo de 
los gráficos, en el análisis de vigas continuas sobre 
fundación elástica, sometidas a flexión y tracción o 
compresión y en problemas dinámicos. 
This paper discusses a method for constructing 
generalized splines, which is based on a matrix or 
structural interpretation of the mathematical theory on 
these functions. It is suggested throughout the paper that 
both the terminology and the methods of analysis in 
structures and strength of materials are very natural and, 
therefore, apt for this field of splines. The proposed 
method allows a wide range of splines to be addressed by 
means of a single and simple methodology: changing the 
characteristics of the spline from some subintervals to 
others (modification of weights, tension parameters, etc.), 
different conditions of interpolation in different nodes, etc. 
A noteworthy contribution is that new conditions of 
interpolation are considered, which are defined as 
individual actions (loads). Furthermore, it is found and 
shown that the solution of one-dimensional boundary 
value problems using the finite elements method is exact 
at the nodal points when certain spaces of finite 
dimension approximation engendered by generalized 
splines are used. The concept of equivalent action is 
developed as a generalization of the notion of equivalent 
nodal action (equivalent nodal loads). Finally, an 
illustration is given of how the developed methodology, 
based on the aforesaid matrix interpretation, can be 
applied, including examples of splines in the field of 
graphics, analysis of continuous beams on an elastic 
foundation, subjected to bending moment and tension or 
compression, and in dynamic problems. — 
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Introducción 
Las funciones splines (splines) constituyen, desde hace un tiempo, una herramienta de gran interés en la 
resolución de problemas de ingeniería relacionados con el ajuste y trazado de curvas y superficies y 
diseño gráfico en general, así como con el cálculo y análisis por elementos finitos ([1] a [20]). Tal y como 
se indica en las notas históricas del texto de Schumaker ([3]), las funciones splines fueron ya utilizadas en 
trabajos de Runge en 1901, de Eagle en 1928, de Quade y Collatz en 1938 y Favard en 1940. Sin 
embargo, en ninguno de ellos se daba ese nombre a dichas funciones, pues éstas eran denominadas,de 
manera un tanto genérica, como funciones de interpolación osculatoria. El término "spline" , aparece por 
primera vez en un trabajo de Schoenberg en 1946, en el cual se justifica dicho término por la relación que 
hay entre la gráfica de ciertas funciones polinómicas a trozos y la deformada del dispositivo mecánico de 
trazado, utilizado por los delineantes, denominado, en la terminología inglesa, con el nombre de spline. En 
definitiva, se está haciendo referencia al spline cúbico que, como es conocido, constituye el modelo 
matemático de la elástica para el caso de acciones puntuales, cuando se aproxima linealmente la 
curvatura mediante la derivada segunda del desplazamiento. 
En el momento actual la teoría de splines se encuentra en una fase de desarrollo muy avanzada,habiendo 
seguido,en este sentido, un proceso análogo al de la teoría de elementos finitos, pues, en cierto modo, es 
parte integrante de esta última. Sin embargo, por lo que se puede apreciar en la bibliografía 
correspondiente, la teoría de splines no ha heredado de la misma forma que los elementos finitos la 
terminología y^  especialmente^ la metodología del análisis matricial de estructuras. Asimismo y 
considerando el caso elemental de los splines cúbicos para el cual la mayor parte de los autores citan la 
conexión obvia con la teoría de vigas, los métodos de cálculo utilizados rara vez hacen uso, al menos de 
modo explícito, de las técnicas de cálculo matricial de estructuras,a pesar de la versatilidad y sencillez de 
éstas. 
Desde el punto de vista histórico y limitándonos también al caso de los splines cúbicos, llama la atención 
la ausencia de citas que hagan referencia a la ecuación de los tres momentos establecidas por Bertot y 
Clapeyron ([21, p.145]), a mediados del pasado siglo. Dicha ecuación se relaciona trivialmente con cada 
una de las ecuaciones que permiten determinar el spline cúbico en términos de las derivadas segundas 
(momentos). Por otra parte, referencias detalladas a los métodos energéticos iniciados por Clapeyron y 
desarrollados con profundidad por Castigliano en 1875 y 1879 y que equivalen a la propiedad de mínima 
norma en teoría de splines establecida en el teorema de Holladay en 1957 ([1, p. 3]), son muy limitadas 
en textos tan conocidos y que documentan con tanto grado de detalle la teoria de splines, como, por 
ejemplojos indicados en las referencias siguientes: [ 1,2,3,4,5,6]. 
Todo lo anterior viene a señalar que, quizás, no se haya explotado suficientemente la interpretación 
matricial o estructural de esta teoría, especialmente en lo referente a la construcción, desarrollo y análisis 
de los diferentes tipos de splines. Una razón para lo anterior podría ser la existencia de técnicas de 
cálculo de splines basadas en la representación de dichas funciones mediante bases de B-splines ([6]), 
las cuales, por otra parte, han demostrado ser muy eficientes desde el punto de vista computacional, 
especialmente en el caso de splines polinómicos. 
El propósito fundamental de este artículo es precisamente el de exponer algunos aspectos de la teorfa de 
splines utilizando, como herramienta, técnicas de cálculo inspiradas en el análisis matricial de estructuras. 
En particular se aborda la construcción de los splines generalizados, considerando dichas funciones como 
soluciones, en el sentido de las distribuciones, de ciertos problemas de contorno autoadjuntos, para los 
que el término independiente de la ecuación diferencial viene definido por funciones que representan, en 
términos físicos, acciones de tipo puntual definidas mediante deltas de Dirac y sus derivadas. Se obtiene 
la ecuación matricial del spline con formulaciones en desplazamientos y se comentan, asimismo, algunos 
aspectos del método de compatibilidad en relación con el cálculo de splines. 
Entre las diferentes consecuencias de la formulación matricial que se propone, señalamos en primer lugar 
el hecho de abordar, con una única y sencilla metodología el tratamiento de muy diferentes tipos de 
splines. En segundo lugar y como resultado de interés destacamos que la construcción matricial de los 
splines generalizados, conduce,de manera natural,a un cálculo por elementos finitos que permite obtener 
soluciones nodalmente exactas en ciertos problemas de contorno, obteniendo,en este sentido, los mismos 
resultados que P. Tong ([22]), aunque desde un planteamiento inicial diferente. En este último aspecto, la 
metodología que se propone guarda gran relación con el método de Trefftz ([23]), y con lo que podría ser 
una versión matricial de la función de Green o método de los elementos de contorno en dimensión uno. 
Asimismo el planteamiento seguido nos ha conducido al concepto de acción (repartida) equivalente. Por 
otra parte hay que indicar que muchos de los aspectos que se tratan en este trabajo con la metodología 
matricial propuesta, han sido estudiados extensamente por otras vías, en diversos artículos sobre splines 
generalizados y problemas de contorno autoadjuntos para n puntos ([24, 25, 26]). Sin embargo,el carácter 
sistemático del enfoque matricial que proponemos, además de las interpretaciones que de manera directa 
permite establecer, consideramos que puede tener ciertas ventajas respecto a otros desarrollos 
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condiciones relativas a acciones puntuales. Estas posibilidades se ilustran al final del trabajo con 
aplicaciones en el campo de los gráficos, en análisis de vigas sobre fundación elástica y en problemas 
dinámicos. 
Finalmente indicamos que en anteriores publicaciones [27,28,29] se aborda^ con un planteamiento 
diferente al del presente trabajo, el cálculo de splines generalizados mediante técnicas de relajación 
inspiradas en Jos métodos de Cross y Kani de cálculo de estructuras, proporcionando algoritmos, que 
minimizan cierto funcional cuadrático de tipo elíptico relativo a la energía de deformación del spline y que 
permiten obtener, en la práctica y de manera sencilla, no sólo splines de grado impar arbitrario sino 
también cierta clase de splines generalizados. En dichas referencias está patente la analogía estructural, 
aunque los métodos que allí se plantean están orientados desde el inicio hacia un cálculo de tipo iterativo 
de los splines. 
2. Preliminares 
Se exponen a continuación algunas propiedades de los operadores diferenciales de orden m y 2m , que 
son utilizadas posteriormente. Dichas propiedades son consecuencia, de una manera más o menos 
directa, de la fómnula de integración por partes. 
Sea el operador diferencial L de orden m (m>l) definido en el espacio de funciones C " [a, b] 
L{u) = a„D'"u + a^_^D"''^u +.. 4- a,Dw + a^u (2.1 ) 
donde para 0<j<m,D^' = { — r ) = ( - y ^ ' \ y a. = a.(x) e C^'[a,b], con a^ >^>0,para 
todo X € [ a , 6 ] . Integrando por partes el producto,Z(w)v,en el intervalo [ci,b] , donde ves una 
fundón genérica del espacio ^ " [ « , 6 ] , se obtiene ([30, p. 211], [31, p. 168]) la relación conocida como 
fórmula de Green: 
^ L(u)vdx = P{u, v) I' + I ' r {y)udx (2.2) 
que es equivalente a la siguiente expresión, en forma diferencial, conocida como identidad de Lagrange 
dx 
donde L es el operador adjunto (adjunto formal) de L y P es la llamada concomitante bilineal. Las 
expresiones de L (v ) y P(w, v) son respectivamente 
i*(v) = ¿(-lVZ)^(a,v) = 
= {-ITD-ia^v) + {-\r-'D-\a„_,v) +.. + (-l)£>(a,v) + a,v 
P(«,V) = 2 " ' ' A ( V ) 
1=0 
donde 
PoM = ("^ ) ^ (ûm )^ + ( -0 ^ (^ m-l^ )"*" +(-l)Z)(j2v) + JiV 
pj{v) = (-l) D (a„v) + (-l) D (a^_iv) + .... + (-l)D(a3v) + Ojv 
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tal y como se deduce, de manera sencilla, mediante el proceso de integración por partes indicado. Es 
interesante, por otra parte, interpretar los operadores diferenciales p¡ como adjuntos de otros operadores 
de orden m — \ - i . 
En efecto, obsérvese que llamando r.(v) = ¿l^M+i^^^ ®^ ^ '®"® ^^^ Pi ~ '^* ^  '^ expresión de la 
7=0 
concomitante puede ponerse como 
P(w,v) = ^  w '^V (v) 
/=0 
La expresión (2.2) de la fórmula de Green puede ponerse en la forma 
2m 
^L{u)vdx = £/,(wX(v) + ^L\v)udx 
donde l¡(u) y / . (v) son las formas lineales siguientes 
h iy) = -Pk-X iy)x^a ^  Lm (^) = Pk-l (V).=¿ (2.4) 
y son las que en la terminología de elementos finitos y elementos de contorno generan respectivamente 
las llamadas condiciones de contorno esenciales y naturales ([32, p. 117], [33, p. 15]). 
Propiedades de interés, para nuestros propósitos, de los operadores diferenciales L y L*son las 
siguientes ([30, pp. 126,131]: 
( I ) E¡ operador adjunto de L es L, es decir (L) = L. Asimismo el adjunto de la composición 
de dos operadores es la composición de los adjuntos en orden contrario, es decir {L^L^ ) = i>2 A 
Cuando un operador diferencial coincide con su adjunto se dice que es autoadjunto. Se tienen para este 
caso y limitándonos a orden par, los siguientes resultados: 
( II ) Todo operador diferencial L autoadjunto de orden 2m puede ponerse en la forma 
m 
L{u) = 2\{-'^y D^üjD^u). Asimismo el citado operador Lpuede también ser expresado en 
7=0 
forma factorizada como L = L^L^ donde L^ es un operador de orden m . 
Veamos a continuación una aplicación de la fórmula de Green al caso donde el operador diferencial L es 
autoadjunto. 
Consideremos en primer lugar el caso donde el operador está en la forma autoadjunta usual 
L{u) = Y.^--\y^\ajD^u) (2.5) 
7=0 
Integrando por partes el producto L{u)v en el intervalo [ú[,6j, donde ves una función arbitraria de la 
clase C^'" en el intervalo citado, resulta 
^ m-\ 
L{u)vdx = ((-l)Xv<'^i^(t/)) i: +a(«,v) (2.6) f' 
/=0 
donde,de manera análoga a (2.3), los operadores P- están definidos como 
P,{u) = {-\r-'D'^-\a„D'"u) + {-\r-'D"'-\a„,,D'"-'u) + ..-^a,Du 
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^„-3(«) = {-\yD\a„D"'u) + (-l)Z)(a„.,D"- '«) + a^.^D'-'u (2.7) 
P„_,{u) = a„D"u 
y a{u, v) es la forma bilineal simétrica definida como 
(Y^ajD^uD^v)dx (2.8) 
La expresión (2.6) puede ponerse también en la forma siguiente 
L{u)vdx = - ^ / , ( v ) / . ( w ) + [^UjD^uD^vdx (2.9) 
que se reduce a esta otra, integrando por partes el segundo sumando del segundo miembro 
L{u)vdx = Y,lXu)'h{v)-Y,lXv)h{u)+[L{v)udx (2.10) 
/=! i=\ 
donde para (2.9) y (2.10) las formas lineales /.son las mismas que en (2.4), sin embargo las /• están 
definidas ahora por 
(2.11) 
k - I,..,m 
Obsérvese que cuando en (2.10) u y vson funciones pertenecientes al núcleo del operador L resulta la 
siguiente expresión de reciprocidad 
2 m _ 2 m 
Z M " X ( ^ ) = E ^ . W ( " ) (2.12) 
Por otra parte, en el caso de que uy v verifiquen en [a, h\ , L{u) = f',L{v) = g se tiene de (2.9) 
a(u,v) - 2^l.{v)l.{u) = I Jvdx,a{v,u)-2^l.{u)l.{v)= I gW(iv,y de la simetría dea(w,v) 
2 m . 2 m _ L 
^/,(V)/; .(M) + [fvdx =2/,(w)/;(v) + [gudx (2.13) 
En un apartado posterior, se interpretarán las relaciones anteriores (2.12) y (2.13), en términos del 
teorema de reciprocidad ([34, p. 149], [21, pp. 207 y 320]). 
Finalmente para el caso donde el operador diferencial viene dado en la forma autoadjunta factorizada 
L{u) = L\mu) (2.14) 
con i j de la forma indicada en (2.1) y üj e C " [a ,6 j , O < y < m , integrando por partes el producto 
L{u)v , donde ves una función arbitraria de la clase C^'" en dicho intervalo, aplicando (2.2) y llamando 
w = L j (w) resulta 
r ZjZ, {u)vdx = [¿i {w)vdx = -P(v, w)r + [ L^ {v)wdx = 
^ ^ I Jz (2.15) 
= - P ( v , A ( i / ) ) | > a , ( t / , v ) 
donde la forma bilineal simétrica (2j(w,v) está definida por 
a^(u,v)= [L^(u)mv)dx 
De manera análoga también se tiene ^ 
I' L]L, {y)udx = -P(w, L, (v)) |' + { A (v)A i^)dx 
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resultando de las dos expresiones anteriores que 
[ ¿ ; Z , ( M ) V Í / X = -P{v,mu))\i +P(M,Z,,(v))|: + [L'Mv)udx (2.16) 
Análogamente al caso anteriorjas expresiones (2.15) y (2.16) pueden ponerse de la siguiente forma 
L\L,{u)vdx=-Y,liiv)îi{L,{u))^ ]^L,{v)mu)dx (2.17) 
/=1 
z,;L,(M)vi/x=XA("K(A(v))-i;^-W(A(«))+f^iA(vM-^ (2.18) 
En este caso las formas lineales /• y l^ vienen definidas por las expresiones dadas en (2.4). 
En las mismas condiciones que antes para w y v se tienen los resultado de reciprocidad análogos a 
(2.12) y (2.13) 
2 m _ 2 m _ 
£/,(M)/,.(Í:,(V)) = £ / , (VK.( I , (M)) (2.19) 
2 m _ t 2 m _ . 
X/,(")/;(A(v)) + [gudx = X/,(V)/,.(/.,(M)) +lJvdx (2.20) 
3. Sobre el concepto de spline generalizado 
Como es bien conocido, un spline es una función definida a trozos sobre subintervalos con cierto grado de 
regularidad, esto es, se tiene continuidad de la función y de las derivadas hasta las de un orden 
determinado. El tipo de spline más extendido es el spline ordinario o función spline de grado k , definido 
por polinomios de grado menor o igual que k en cada subintervalo, de modo que la función es continua y 
con derivadas continuas hasta la de orden k — \ . Para los splines generalizados, cuya definición precisa 
se da después, la función a trozos viene definida por funciones en general no polinómicas, que son 
soluciones en cada subintervalo de una ecuación diferencial homogénea. 
La construcción de los splines polinómicos de grado k para k pequeño (menor o igual que tres) es 
sencilla y puede abordarse de manera directa a partir de la definición. Para el caso cúbico conviene, como 
se sabe, emplear como incógnitas, en lugar de los coeficientes de los polinomios cúbicos de los distintos 
subintervalos, bien a las derivadas primeras o bien a las derivadas segundas de la función en los nodos 
de separación de los subintervalos. Esta elección de incógnitas auxiliares no es fortuita, pues,además de 
reducir el número de incógnitas a aproximadamente la cuarta parte, tiene la ventaja de poder realizar una 
interpretación estructural de las mismas en términos de giros y momentos flectores de una cierta elástica. 
Para splines de grado superior, la construcción directa de tales funciones a partir de la definición, 
mediante la simple manipulación algebraica, no resulta tan inmediata como en los casos citados, incluso 
la obtención de las propiedades fundamentales puede resultar un proceso complejo y artificioso. Véasela 
modo de ejemplo,la constmcción y estudio de propiedades de los splines de quinto grado, realizado en [1, 
p. 143], [35], [36] y [7, p. 181]. Por otra parte,hay que decir que la determinación de splines mediante 
bases de B-splines ([6]) y, en particular, la construcción de dichas bases mediante la fórmula de 
recurrencia de Cox-de Boor ha facilitado,en gran medida,la obtención de funciones splines, especialmente 
en el caso de splines polinómicos. Aun así se puede apreciar en los textos más conocidos ([1, 2, 3, 5, 6]) 
y en la bibliografía consultada, la ausencia explícita de ciertos aspectos, que permitirían un tratamiento 
más unificado y sistemático de la teoría de splines. Nos referimos a una interpretación matricial o 
estructural de los splines. Dicho enfoque resulta, tal y como se ha señalado en la introducción, muy 
natural si consideramos el origen de la teoría de splines y la proximidad de ésta con la de elementos 
finitos y, particularmente,con la de elementos de contorno en dimensión uno. 
De una manera esquemática, la teoría de splines, tal y como se indica en [1] puede abordarse desde dos 
puntos de vista: el algebraico y el variacional. El primero se basa en construir, a partir de la definición y 
mediante manipulaciones algebraicas, el sistema que define al spline y el segundo punto de vista se 
basa en realizar un estudio previo de propiedades de tipo intrínseco o variacional conocidas como 
relaciones integrales. En el caso de splines polinómicos, el segundo enfoque suele restringirse a los 
splines de grado impar. ^ 
Nuestro planteamiento en este trabajo se basa, fundamentalmente, en el segundo punto de"*vista y se 
realiza para los denominados splines generalizados o L-splines ([1, p. 191], [37]), los cuales incluyen 
como caso particular a los splines polinómicos usuales. 
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A continuación pasamos a definir los splines generalizados, relajando, algo más de lo que es habitual, los 
requerimientos de regularidad. 
Consideremos el intervalo [ -^p^„ j descompuesto en la unión de sublntervalos[x.,;c.^jJ, donde 
/ = l,.-,w - 2 , es decir 
/=! 
donde los nodos x¡ verifican la condición 
X, <X^<„<X.<X.^, < '<Xn 
y sea L el operador diferencial autoadjunto de orden 2m dado en (2.5) o equivalentemente el dado en 
(2.14) , donde cada subintervalo [-^/,^/+iJ es un caso particular del intervalo de extremos a y 
b considerado en el apartado anterior. 
Con las condiciones anteriores, denominamos spline generalizado de orden 2m o L — spline a toda 
función u{x) de la clase C""* [x , , x^ J que satisface la ecuación diferencial L{u{x)) = O en cada 
subintervalo abierto ( A : ^ A:.^, ) , es decir 
« E C ' " - ^ [ x p x J l ( w ) = 0, X G U ( X , , X , , J (3.1) 
1=1 
Obsérvese de la definición que la función u es continua y con tedas las derivadas continuas, al menos, 
hasta la de orden m — \en todo el intervalo [ x j , x^ J. sin embargo u en cada subintervalo abierto 
(JC .^, Xy ,^ ) es de la clase C ' " . Como puede verse un spline generalizado es una función definida a 
trozos formada por elementos de N{L) (núcleo del operador L ) en cada subintervalo. Por otra parte, al 
contrario de lo que es usual, las condiciones de regularidad de los coeficientes que definen al operador 
L , las referimos aquí a cada subintervalo (X/,X/+i), i = l , -?^ — 1 , es decir 
«-1 
üj = üjix) e C'\\J(x.,x.^,)lJ = 0,..,w (3.2) 
1=1 
n-l 
con a^ >6>0 para todo xe \J(x-^x¡_^_^) (para el caso de operador en la forma factorizada 
/=! 
n-l 
a- = û ; ( x ) ^ C" (U( -^ / , - ^ /+ i ) ) ) . aunque se exige al mismo tiempo que los coeficientes deben 
^ ^ 1=1 
verificar condiciones de regularidad adicionales como la existencia y finitud en cada subintervalo de los 
límites siguientes: lima) \x)^c = x¡^x^^^yk = O,..,y con objeto de garantizar la existencia y finitud 
también de los límites u^^\x^) = lím w^^^(x), u^^\x:^^) = lím u^^\x\k = 0,..,2m y 
•*/>i 
P, (M) = lím P, (M(X)), P, (W)^_^. = lím P, (M(X)) . 
NOTA: De esta manera los resultados que se han dado en el apartado de preliminares para el intervalo 
cerrado [a,b\, se pueden extender al intervalo abierto genérico (x-^x-^^). En lo que sigue no se 
precisará en exceso esta cuestión y pondremos algunas veces -P¡t(w)^^^ y Pk(M)x=x ^^ '^ Q^"" ^ ^ 
i ^ ( w ) _ + y Pk(^) ^ - por sobreentenderse el significado. 
Esta relajación parcial de las condiciones de regularidad, es decir, el no exigir que aj{x) G C^ [^j ? -^ n J » 
nos va a permitir abordar, desde un enfoque generalista y sistemático, al tiempo que elemental, casos 
particulares de la teoría, tales como, por ejemplo, los splines con peso y splines en tensión. Este tipo 
particular de splines ha sido,por otra parte,objeto de estudio en diversos artículos [39, 40, 41, 43, 44, 45, 
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46], pero en todos ellos el planteamiento seguido ha sido en su mayor parte algebraico y orientado de 
entrada a la resolución de los casos concretos que se han planteado sus autores. 
Cuando las funciones aj{x)que definen el operador diferencial L, verifican la condición de ser de la 
clase C^ en todo el intervalo [-^i,^„J. se introduce el concepto de deficiencia z = (22,23,..,z^_j), 
donde los valores 22,23,.., z^_j son enteros positivos tales que 1 < 2. < m , y viene a ser una medida 
de la limitación del spline generalizado para satisfacer L(u(x)) = O en [^1, A:^  J, pues la deficiencia 
2. indica que en los nodos internos x¡J = 2,.,,n — I, las sucesivas derivadas por la izquierda y 
derecha son iguales hasta la de orden 2m - 1 - 2. , es decir 
u^'\x;) = u^'\x;i 0<k<2m-l-z. 
i = 2, . . ,«- l 
Así el spline ordinario (deficiencia2- = 1 , / = 2,..,/2 - 1 ) es una función de la clase C '^"~^en [A:J,A:^ j 
ya que en los nodos interiores puede haber discontinuidad en la derivada de orden 2m — 1. Por otra 
parte cuando la deficiencia es máxima (2. = m, / = 2,..,« — 1 ), los splines son funciones de Hermite 
(no polinómicas en general) a trozos. Los caso anteriores, cuando el operador diferencial L es de la 
forma particular L = (—!)'"/) "^ se reducen respectivamente, a los splines polinómicos ordinarios de 
grado 2m — 1 y a los polinomios de Hermite a trozos de grado 2m — 1. 
Es importante señalar que los splines genaralizados no siempre existen para todo operador L sobre 
cualquier mallado de nodos x¡J = U-^^ ([1 . p.196]). La razón para tal situación se debe a que no 
siempre es posible obtener a partir de un sistema fundamental de soluciones de la ecuación diferencial 
homogénea L(w) = Ouna base de Lagrange en cada subintervalo[x.,;c^.^j J,/ = ! , . . , « - 1 para 
resolver el problema de interpolación de Hermite generalizado relativo a los datos 
u^'\x^),u^'\x,J,k = 0,..,m-\. 
Un ejemplo de lo anterior se tiene para el operador autoadjunto Lu = u" -^uen el intervalo [0,27r], 
donde del sistema fundamental de soluciones {sen x, eos x} no puede obtenerse, como es sencillo de 
verificar, una base de funciones {N^ (X), N2 (x) tal que 
A ,^ (0 ) = 1, A ,^ (2;r) = O, N, (0) = O, N^ {2n) = 1 . 
Esta situación queda resuelta sin embargo para el mismo operador si se toma cualquier intervalo de 
longitud menor que n. Aunque no es propósito de este trabajo el entrar en detalles sobre las condiciones 
que aseguran, en el caso generalja existencia de una base de Lagrange para la interpolación de Hermite 
indicada, construida a partir de una base de N{L) , se da, al menos, el siguiente resultado, que puede 
derivarse de la teoría de sistemas de Tschebyscheff ([3,p. 423]) 
( II! ) Para el operador L definido en (2.5) o en (2.14) relativo al intervalo [a,6] existe una 
constante p>Otal que para cualquier subintervalo (ûfpôj) de [a,b\ de longitud menor que 
p existe la correspondiente base de Lagrange {A^., Í = l,..,2/w , formada por elementos de 
N(L), para la interpolación definida por las formas lineales de tipo Hermite Z ^ / = l , . . ,2m, 
relativas a los extremos del subintervalo 
donde l^iNj) = S-j, ij = l,..,2m 
A modo de ilustración, se comentan a continuación diversos casos particulares de aperadores 
diferenciales que pueden estudiarse dentro de la teoría de splines generalizados, cora© ejemplos 
elementales de cierto interés práctico. 
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1) L{u) = -(A(x)u')\ 2) L{u) = -(A(x)u'y-^ B(x)u, 3) L(u) = (A(x)u"y' 
4) Liu) = (Aix)u"r-iB(x)u')\ 5) L(u) = (A{x)u"r + C(x)u ^^ '^ ^ 
6) L(u) = {A(x)u"r-(B(x)u'y+C(x)u 
Entre las diferentes posibilidades de interpretación de la función u en términos de diversas magnitudes 
físicas, nos vamos a limitar a las de carácter mecánico usual. Así, en los dos primeros casos, u puede 
representar el desplazamiento longitudinal de las secciones de una barra elástica sometida a fuerzas 
axiles, o bien el desplazamiento transversal de las secciones de un cable sometido a una tracción 
variable. En el segundo caso, la barra o el cable están embebidos en un medio elástico que ofrece una 
resistencia proporcional al desplazamiento. El caso tercero es el que corresponde al desplazamiento 
transversal de una viga de rigidez variable sometida a flexión. Cuando la rigidez A(x) es constante en 
todo el intervalo [-^ij-^^J se tienen los splines cúbicos y cuando la rigidez es constante en cada 
subintervalo (x.,Xy^,) resultan los splines con peso. Los casos cuarto y quinto corresponden 
respectivamente al de una viga sometida a flexión y tracción (o compresión si B(x) < O ) y a flexión en 
un medio elástico (viga flotante con modelo de Winkler). El caso cuarto es denominado, en el campo de 
los spl¡nes,como splines en tensión, splines exponenciales o splines hiperbólicos. Este tipo de splines fue 
introducido por Schweikert {[38]) con el propósito de reducir el numéro de puntos de inflexión que 
aparecen algunas veces de forma artificial en problemas de interpolación cuando se emplean los splines 
cúbicos ordinarios. 
Por otra parte el caso sexto corresponde al de una viga sometida a flexión y tracción en un medio elástico 
de Winkler, apareciendo también en los modelos elaborados por Vlasov y Leontiev para el estudio de 
vigas en un medio elástico bidimensional de espesor finito ([47]). Este caso, de mayor interés en el campo 
del análisis estructural que en el de computación gráfica y que incluye además a los tres anteriores como 
casos particulares, puede ser también analizado empleando la teoría de splines generalizados, lo que 
permite tratar, en un mismo problema y de manera elemental, situaciones combinadas de los diferentes 
tipos. Asimismo esta posibilidad de abordar los problemas anteriores desde el punto de vista de la teoría 
de splines generalizados, permite un enfoque unificado, que aplicado, por ejemplo, al análisis de vigas 
sobre fundación elástica, contrasta, por su carácter general¡sta,con el seguido en las referencias [48, 49, 
50, 51]. 
Finalizamos este punto sobre la definición de los splines generalizados, indicando que la casi totalidad de 
las publicaciones que tratan el estudio de esta clase de funciones abordan el problema empleando, para 
el operador diferencial Z de orden 2m , la forma factorizadaZ = Z,Z/j (denominando al spline 
generalizado como L^ —spline), sin embargo en nuestro desarrollo y asimismo en las aplicaciones 
hemos optado por emplear la forma autoadjunta usual indicada en (2.5) por prestarse mejor a las 
interpretaciones mecánicas del cálculo matricial. Las dos formas de representación del operador 
conducen, obviamente, a situaciones equivalentes, pero las interpretaciones son diferentes en cada caso 
tal y como se indica más adelante. 
4. Formulación matricial de los splines generalizados 
Abordamos en este punto lo que hemos venido a denominar como formulación matricial de los splines 
generalizados. Se trata en definitiva de obtener la ecuación de equilibrio local y, mediante el proceso de 
ensamblado, la ecuación de equilibrio global del spline generalizado. A partir de dicha ecuación se definen 
problemas de interpolación con un cierto grado de generalidad, al incluir la posibilidad de considerar 
también acciones de tipo puntual. 
4.1 Ecuación de equilibrio local del spline generalizado 
Suponiendo que el intervalo genérico [a,b\ es de tal longitud que está garantizada la existencia de una 
base de Lagrange (funciones de forma locales) para la interpolación de Hermite generalizada 
[N-J = l,..y2m] relativa a los extremos a,b (véase el resultado /// ), se tiene con dichas condiciones 
el siguiente resultado relativo a cada elemento de spline generalizado 
( IV ) Sean L el operador diferencial indicado en (2.5), l,^,k = \,,.,2m las formas Uneales 
definidas en (2.4) y l/,,k = l,,.,2m las definidas en (2.11) y a(u,v) la forma bilineal ^métrica 
dada en (2.8). La solución de L(u) = Oen [a,b] tal que 
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/,(«) = u^'-'\a) = r„/,,„(«) = u'''\b ) = r,^„,k = l,..,m 
donde fj^^k = l,..,2m son números reales arbitrarios dados, verifica la siguiente relación matricial 
que denominamos ecuación de equilibrio local o ecuación de equilibrio del elemento de spline 
generalizado en el intervalo [a, b\ 
Ku=q (4.1) 
donde las matrices K = (^^ ), j=i 2m > ^ X 9 ^^'^ 
ky = kj^ = l(Nj) = a(N^,Nj) = J^ [a^(,x\D''NXD''Nj)dx, i,j = \,..,2m 
u=r' =ir„..,r^,r^^^,..,r,J (4.2) 
r=(Â(«)vJ„(«),L, ("),-,/;„(«))= 
J (-/'o("),=, v -P„.,(«U,/'o(«).=M".'P.-,("U) 
con K simétrica. 
2m 
En efecto, teniendo en cuenta que u = ¿^^i-^i • ^ ^ ^^^ ^ ^ ^ ( ^ ) » multiplicando ambos miembros de 
la expresión Zw^Opor v = Nj,j = l,.,^2m {por lo que Lv = 0 ) , e integrando en [a,b\ y 
aplicando (2.9) resulta 
2m zm zm m L zm 
O = -Y^hi^jM") + Z ^ ( E ¡a,N¡'"NY'dx) = -Íj(u) + ^r,kj, (4.3) 
i=\ i=\ p=0 1=1 
m r 
ya que ¡¡(Nj) = S^ , siendo k¿j = kj- = ^ I ctpN^Nj^dx , de donde se deduce la simetría de 
K. Obsérvese que esta simetría puede obtenerse directamente de la reciprocidad dada en (2.12) para 
Por otra parte de (2.8), (2.9) y (2.10) para u arbitraria y vtal que Zv = O se tiene 
2m 
p=i 
de donde se deduce que 
aiN,,Nj) = ky=k,=Í,iNj) 
expresión que tiene gran interés ya que permite calcular también la matriz K mediante derivación. 
De la relación (4.3) para cada y = l , . . ,2m, resulta, en consecuencia Ja relación matricial (4.1). 
Obsérvese que dicha relación matricial se puede poner equivalentemente en la forma particionada 
siguiente que expresamos en términos de M directamente (con la terminología correspondiente a 
(a,6)que es más precisa, especialmente para el ensamblado posterior de los términos ^(a^) y 
qib-)) 
A l , A 12 
r¿r (a,b) vr ia,b) 
A 2, A 22 
donde las matrices Klf'^\i,j = 1,2 son de dimensión mxm , u{a^) = {u(a),„,u^"' *^(^)) ' . 
u(b-) = (u(b),..y'"-'\b)y ,q(a*) = (UuUliu))', q(b-) = (L , (« ) , . . , / , „ (» ) ) ' . 
Es interesante señalar el paralelismo del desarrollo realizado, con los elementos finitos o el análisis 
matricial de estructuras cuando se aplica el método de los desplazamientos. En este isentido, la 
construcción realizada aquí no es más que una extensión de los resultados, en dichas áreas, 
correspondientes a los problemas de segundo y cuarto orden relativos a los operadores diferenciales 
indicados en (3.3). Podemos, por tal motivo, reivindicar para este campo de los splines la terminología 
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estructural y denominar a la matriz AT como matriz de rigidez del elemento spline, a ?'o w vector de 
desplazamientos nodales del elemento y a ^ vector de cargas nodales de equilibrio o de contorno del 
elemento. Desde un punto de vista mecánico cada componente del vector de desplazamientos puede 
considerarse que es dual o conjugada en el sentido de una cierta energía o trabajo, de la correspondiente 
componente del vector de acciones nodales de equilibrio. Nótese que, a diferencia con el método de 
elementos finitos, aquí no se ha realizado ninguna aproximación sobre la función u en [a,6j ,a l emplear 
directamente una base de funciones formada por elementos que verifican la ecuación diferencial 
homogénea L(u) = 0 . Tomando ahora v = 2^s¿N- , con S- datos arbitrarios, puede comprobarse de 
manera inmediata a partir de (2.10) y de Z v = O que la forma bilineal simétrica a(u, v) se puede poner 
como 
f m 2m 
7=0 
de donde resulta 
f (Lu)vdx = s'\K7-q) (4.4) 
o equivalentemente.utilizando la expresión matricial particionada en términos directamente de w y v 
f^(Lu)vdx = (v(a^y,v(b-y)^ 
(fl,¿) j r (^ '^)Tr^/^+^^ ^^^ +^"l^ 
q{b') (4.5) 
Finalmente, el resultado de reciprocidad indicado en (2.12) se puede expresar, con la notación de este 
apartado, en la forma 
u% = v% 
donde q^^ y q^ son las acciones nodales que respectivamente corresponden a dos funciones w, v 
definidas en[(2,¿7j y pertenecientes al núcleo del operador L . Este resultado se interpreta después en el 
apartado relativo a la ecuación de equilibrio global. 
4.2 Ejemplos de construcción de ¡a ecuación de equilibrio local 
Exponemos a continuación, con propósitos ilustrativos, tres ejemplos de construcción de la ecuación de 
equilibrio local. En primer lugar abordamos el caso de los splines de quinto grado, en segundo lugar el de 
los splines en tensión para la situación particular de coeficientes constantes en cada subintervalo y 
finalmente,como tercer caso, el análogo al de la viga sobre fundación elástica. Dicho caso,en términos de 
spl¡nes,podría denominarse como el de splines tipo Winkler. 
El operador diferencial para el primer caso es 
L{u) = {-'iyD\a,ix)D'u) = --Au^'^ 
donde la fundón a^{x) = 4^ > Oes constante en cada subintervalo {a,b). Dicha constante puede 
variar de unos intervalos a otros, teniéndose,en dicho caso,los correspondientes splines de quinto grado 
con peso. Los operadores 
l-J = 1,..,6 se obtienen aplicando (2.7) y (2.11) 
f^iu) = -P2Íu)j, = a = ->4" ^^Ua^), l^{u) = Poiu)^^^^ = Au ^ ^ ^ 6 " ) . 
de esta manera queda definido el vector ç o equivalentemente los vectores q{ci^)y q{b~). La matriz 
de rigidez del elemento spline se calcula mediante la primera expresión de (4.2). Teniendo en cuenta que 
la base de funciones de forma locales {N-J = 1,..,6) está formada por los siguientes polinomios 
Nj = (/^ - lO/^z^ 4- IS/z"^ - 6 z ^ ) / / ^ , ^ 2 = ^(^"^ - 6/^z^ + 8/z^ - Sz"^)//"^ 
N^ = z^ ( / ^ - 3 / ^ z H - 3 / z ^ - z ^ ) / ( 2 / ^ ) , N^ = z^(10/^ - 15/z + 6z^ ) / / ^ * 
N^ = z ^ - 4 / ^ + 7 / z - 3 z ^ ) / / ' ^ . A^ ^ = z^(/^ - 2/z + z^ ) / (2/^ ) 
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donde z = x-a y l = b — aesla longitud del subintervalo, aplicando k¡j = kj¡ = l¡{Nj) resulta 
720 / / 
360//"^ 
-120 11^ 
- 6 0 / / ^ 
3 
3 6 0 / / 
192 / / 
3 6 / / ^ 
- 3 6 0 / / " ^ 
168//"^ 
- 2 4 / / ^ 
6 0 / / 
9/1 
- 6 0 / / ^ 
2 4 / / ^ 
-3/1 
- 720 /r 
-360/1^ 
- 6 0 / / ^ 
7 2 0 / / ^ 
- 3 6 0 / / ' ' 
6 0 / / ^ 
3 6 0 / / 
168//-^ 
2 4 / / ^ 
- 3 6 0 / / " ^ 
1 9 2 / / ^ 
- 3 6 / / ^ 
-60/r 
- 2 4 / / ^ 
-3/1 
6 0 / / ^ 
- 3 6 / / ^ 
9/1 
(4.6) 
El operador diferencial para el caso de los splines en tensión es 
L(u) = (-iyD\a,(x)D'u)-^(-\)Dia,(x)Du) = Au^'^-Bu^^^ 
donde las funciones a^{x)^a^{x)en el subintervalo genérico {a^b) son constantes dadas 
respectivamente por v4 > O y 5 > O. Estas constantes de igual manera que en el caso anterior pueden 
variar de unos subintervalos a otros, teniéndose los splines en tensión con peso. Precisamente esta 
posibilidad de modificar los valores de las constantes citadas, especialmente el de la B que define la 
tensión, o mejor la tracción, es lo que ha dado gran popularidad a esta clase de splines en el campo de 
los gráficos. Los operadores que nos definen las cargas nodales de equilibrio 
son 
Í^{u) = -PQ{u)^^^=-Au^^\b ) + Bu\b ), U{u) = P^{u)^^^ Au^^\b ), (4.7) 
Teniendo en cuenta que las raíces de la ecuación característica correspondiente a la ecuación 
homogénea L{ü) = O son, O, doble y , ± r , con r = yjB / A ,\a base de funciones de forma es, tal y 
como puede calcularse de manera inmediata A^ = (A^,, A^2 > -'^s ? ^ 4 ) ' — C x donde 
X' = (1,z,senh(rz),cosh(rz)), z = x-a 
con 
^3^1 - <^ 2 + ^ re, 1 - c , 
(c^C2-c^)/r 1 - ^2 (C3C2 - Cj + 1) / r c, - C3C2 
l - c , 
( c , -Cj)/r 
rCf 
1 - c , 
- c , 
( c , - l ) / r 
c , - 1 
¡ = b - a, c¡ = senh( rl), Cj = cosh( rl), c^ = rl, c^ = 2 + CjC, - 2c2 
Aplicando ahora ky = kj¡ = ¡¡(Nj) resulta la matriz de rigidez local de los splines en tensión 
K = 
r'c, r\c,-l) r'c, r\c,-l) 
' • ^ ( C í - l ) ' • ( C 3 C 2 - C , ) r ^ ( l - C j ) r ( c , - C j ) 
r\l-c,) r c, r'(\-c,) 
1) r (c , - C j ) r ( 1 - C j ) r{CjC2-Ci) 
Finalmente el operador diferencial para el último caso es 
L{u) = i - l f D\a2Íx)D^u) + ao(x)u = yíw "^^  + ku 
donde las funciones ^3 ( x ) , Og ( x ) en el subintervalo genérico (a , 6) son constantes dadas 
respectivamente por y4 > O y A: > O . Estas constantes como se ha indicado en los ejemplos anteriores 
pueden variar de unos intervalos a otros, teniéndose los correspondientes casos con peso. Los 
operadores que definen en este ejemplo las cargas nodales de equilibrio 
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q(a^) = (Uu)J,(u)y, q{b-) = {k{u)Mu))' 
son 
Puede observarse que las formas lineales / • , / = l,..,4son idénticas a las de los splines cúbicos con 
peso, aunque las funciones de forma en lugar de ser polinomios cúbicos, son, como en el caso anterior, 
funciones trascendentes. Las raíces de la ecuación característica son los cuatro números complejos 
siguientes ( ± r ± ir), con r = yC /(4A) . Los elementos de la base los expresamos del mismo modo 
que en el caso anterior como 
Ñ =(N„N„N„N,y=Cx 
donde 
jc ' = (cos(rz) cosh(rz), cos(rz) senh(rz), sen(irz) cosh(rz), sen(rz) senh(rz)) 
















3 4 ~ 1 2 
2rc,C3 
^1^4 ~ ^2^3 
¿•j = senh( W), Cj = cosh( r/), Cj = sen( r/), c^  = cos(r/), C5 = C2 + c^  - 2 
Finalmente la matriz de rigidez, que se calcula en la forma ya indicada, es 
4r\c^c^ -^ c^c^) 2r^{c¡ ~ el) -4r\e^e^ -^ c^e^) 
2r\e¡ -el) 2r{e,e^ - c,e^) 
-Ar\e,c, +C2C3) 




Ar\e,e,-^c,e,) 2r\el - e]) 
2r{e^ej^ - CjCj 2r^{el - el) 2r{e^e^ - e^c^) 
Ar e^e^ 
NOTA: Los dos últimos ejemplos expuestos son casos particulares del correspondiente al operador 
definido al final de (3.3). Cuando los coeficientes son constantes en cada subintervalo {a^b) , es decir, 
A{x) = A^ B(x) = B y C(x) = k\a ecuación característica Ar"^ - Br^ + /: = O es bicuadrada y por 
tanto se podría dar también en forma simbólica como en los casos anteriores y, de una manera más o 
menos directa, en función de los coeficientes, las expresiones de las funciones de forma y de la matriz de 
rigidez. No obstante dado el elevado número de casos posibles y, por otra parte, las facilidades actuales de 
utilización de herramientas de cálculo simbólico, puede ser más interesante,a efectos de cálculo, seguir 
para cada caso no trivial (A>0,B ^0,k >0) el proceso indicado en la teoría, es decir, calcular la 
matriz de rigidez i^del elemento spline mediante k-j = kj¡ = l¡{Nj) donde las formas lineales /• son 
aquí las mismas que se indican en (4.7) con la particularidad de que el valor de B (tracción o 
compresión) puede ser positivo o negativo. Asimismojas funciones de interpolación N¡J = 1,..,4 se 
determinan en lafornia usual, esto es,medianteN = Cx donde x ' = {(p^,(p^,(p-^,(p^ está constituido 
por un conjunto de funciones que forman un sistema fundamental para 
y la matriz C de cambio de base es la inversa y traspuesta de la matriz M , es decir C — M~^ donde 
los elementos de M son m^. = / , ( ^ y ) , / , y = 1,..,4, tal y como se deduce al imponer l^iN ^)^ô... 
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4.3 Ecuación de equilibrio global del spline generalizado 
A continuación se obtiene la expresión matricial de la ecuación de equilibrio global del spline 
generalizado. Basta emplear las expresiones (4.4) y (4.5) para determinar la correspondiente expresión 
en[jCpX^J, teniendo en cuenta para ello las condiciones (3.1) y la suma de las contribuciones de cada 
subintervalo (^ / ,A: .^ I ) , Í = I v ^ ^ - 1 . es decir 
[\Lu)vdx =Y.iv{x¡r ,v{x:,,y) 
K' 
Como Lu = O en cada subintervalo y considerando que las funciones M y v son en el intervalo total de 
la clase C " , es decir u{x^ ) = u{x^ ) en los nodos internos y lo mismo para V, se puede poner 
u: = (ïï(x,)\..,ïï(x„y) 
resulta, empleando las expresiones expandidas usuales de los elementos finitos para la matriz de rigidez 
y vector de acciones nodales de equilibrio de cada elemento, la expresión 
^"(Lu)vdx = \\K\i-Q) = 0 (4.8) 
donde K y Q equivalen al ensamblado habitual de las correspondientes matrices locales y que aquí se 
obtienen como suma de matrices expandidas que resultan,al ampliar con ceros,las matrices locales en \a 
posición correspondiente hasta llegar a la dimensión mxn ,es decir 
K = I ^ 1 1 ^ 2 1 
^ 2 1 ^ 2 2 
Q - I 
( m x i i ) x ( m x « ) ( m x / t ) x l 
Por otra parte,como la relación (4.8) se verifica para cualquier V, se tiene la siguiente expresión que, por 
la analogía ya citada, podemos denominar ecuación de equilibrio global del spline generalizado 
Ku = Q (4.9) 
donde K es la matriz de rigidez global del spline generalizado, que es, simétrica y tridiagonal por bloques 
y Qes el vector de acciones nodales exteriores. Las columnas de la matriz de rigidez pueden 
interpretarse como las acciones nodales que resultan para los desplazamientos dados por las funciones 
de forma globales. Dichas funciones de forma globales se obtienen a partir de las locales en la forma 
usual y son splines generalizados cuyas componentes del vector de desplazamientos, son todas nulas 
excepto una,que toma el valor unidad. 
La expresión matricial de la forma billneal ÚÍ(W, v)para las funciones u y v pertenecientes al espacio de 
los splines generalizados es 
a(u,v) = Y, f ' '(^ajD'uD'v)dx = v'Ku 
; _n ' ;_A 
(4.10) 
/=0 ' y=0 
Formalmente se podría definir la energía de deformación del spline generalizado como 
— a(u, u) = ~- u*Ku = — u*Q 
2 2 2 
para aquellos casos donde el operadora verifique las condiciones de no negatividad 
aj{x)>0,j = l..,m'-la^ >ô>0,xe[x,,x„] 
Se debe destacar que la expresión (4.9) es una identidad resultante de la fórmula de Green (2T2) aplicada 
al caso del operador autoadjunto definido en (2.5) y, por tanto, es satisfecha por cualquier spline 
generalizado definido en la forma (3.1) con las condiciones de regularidad dadas en (3.2). Es importante 
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señalar que dicha expresión (4.9) únicamente pone de manifiesto que, fijados los desplazamientos de los 
nodos mediante el vector u se tienen, de manera unívoca, las acciones en los nodos definidas por el 
vector Q . 
Si distinguimos ahora con un subíndice el origen de las acciones y si w y v representan dos splines 
generalizados cualesquiera, relativos a los mismos nodos, de la simetría de la matriz de rigidez global y 
de las expresiones K u = Q^ ,^ K v = Q^ se tiene el siguiente resultado 
v'Q„=u*Q, 
que es análogo al teorema de reciprocidad en mecánica de estructuras y que aquí se interpreta de la 
forma siguiente: 
( V ) Para dos splines generalizados cualesquiera relativos a los mismos nodos, la suma de los 
productos de los desplazamientos nodales del primero por las acciones nodales del segundo es 
igual a la suma de los productos de los desplazamientos nodales del segundo por las acciones 
nodales del primero. 
También se tiene trivialmenteQ^^^ = Q „ + Q v » ^^^ representa el principio de superposición de 
acciones nodales para un spline generalizado que es suma de otros dos. 
4.4 Problemas de interpolación con splines generalizados. Propiedades de mínimo 
Cabe ahora definir diferentes problemas de interpolación para este planteamiento. El enfoque usual en la 
teoría de splines generalizados ([1, pp. 195, 196]) consiste en imponer en cada uno de los nodos 
condiciones de interpolación de tipo Hermite, esto es, fijar los valores de las ordenadas y cierto número de 
derivadas sucesivas en cada uno de los nodos, en la forma 
u^^\x-) = y-i^J = l,..,«;y = 0,l,..,z - 1 
donde el valor de z es la deficiencia, tal que \< z <m (obsérvese que en el apartado tres de este 
trabajo permitimos que la deficiencia pueda ser diferente en los distintos nodos internos). Con estas 
condiciones el objetivo es calcular una función del espacio de splines generalizados que sea de la mayor 
regularidad posible,es decir, de la clase C '"' "^  en [x^ ^x^]. 
Nuestro planteamiento, sin embargo, permite resolver problemas de interpolación más generales, donde 
podemos imponer para cada nodox-,/ = !, . . ,« y para cada orden de derivación, condiciones de 
interpolación del tipo Hermite-Birkhoff, definidas a partir de la matriz de incidencia ([52, p. 248], [5 p. 75]) 
E = (E-j),Ey e {0,1)5/ = l,..,/z,y = !,..,;« en la forma siguiente: si Ey = lesto quiere decir que 
fijamos el dato u {x¡) , no fijándose en el caso de que Ey = O. Es decir se dan algunas de las 
componentes del vector de desplazamientos 
u'=(u(x,),..,u'-'\x,),..,u{xj,..,u'"'-'\x„)) 
de modo que en cada nodo las derivadas datos no requieren ser consecutivas y en diferentes nodos las 
derivadas fijadas pueden ser distintas, es decir, los datos que se fijan constituyen una sucesión, que para 
cada nodo (en los que se den datos únicamente), no es obligatoriamente completa ni correlativa. Por otro 
lado el planteamiento propuesto permite fijar además y simultáneamente, las componentes del vector de 
acciones nodales exteriores que son duales de las componentes no prefijadas del vector de 
desplazamientos. Dichas componentes son 
(4.11) 
En resumen puede plantearse el siguiente problema de interpolación. Determinar el spline generalizado 
definido por las condiciones (3.1) y (3.2) tales que se conocen para el mismo p componentes de las 
nxmóel vector ude desplazamientos nodales y s = nxm— p componentes del veclor Qde 
acciones nodales, ocupando, estas últimas, posiciones complementarias respecto a las componentes 
datos del vector u. Introduciendo los valores conocidos en la expresión (4.9), queda, después de (c) Consejo Superior de Investigaciones Científica  
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reordenar filas y columnas^ el sistema de ecuaciones siguiente, donde u jQ^son los datos y 







El problema tiene solución única si la submatriz K^ ^^  es regular, resultando formalmente en dicho caso 
u, = KjiQl - K,^u;X Qp = Kppu; + Kp^u, (4.13) 
Obsérvese que cuando el problema de interpolación está bien planteado, es decir, cuando tiene solución 
única, las acciones quedan unívocamente determinadas en aquellos puntos donde se han fijado los 
desplazamientos y, recíprocamente, los desplazamientos quedan unívocamente determinados en donde 
se han fijado las acciones. Véase que entre los problemas de interpolación posibles también se 
encuentran aquellos casos extremos donde o bien se fijan todos los desplazamientos o bien se fijan todas 
las acciones nodales. El primero es un problema de interpolación de Hermite a trozos en el espacio de 
splines generalizados dondejndependientemente de la regularidad o no de la matriz de coeficientes de 
(4.9), el vector de acciones nodales queda unívocamente determinado. Por otra parte, la otra situación 
extrema requiere, precisamente, que la matriz citada sea regulan para que queden unívocamente 
determinados todos los desplazamientos. 
Esta forma tan general de imponer las condiciones de interpolación, fijando algunas componentes del 
vector que hemos denominado de desplazamientos, co¡ncide,en parte,con las que se emplean para tipos 
particulares de L-splines como son los splines heterogéneos ([1, p. 194,195]), Lg-splines ([26, p.106]), /-
splines ([53, p.12]). Sin embargo, en ninguno de estos tipos se trata la asignación de valores a las 
correspondientes componentes del vector Q ya que por la formulación allí efectuada, diferente a nuestra 
formulación matricial, el vector citado de acciones nodales exteriores, no queda determinado 
explícitamente. El valor que consecuentemente por defecto queda asignado para las correspondientes 
componentes del vector Q es,precisamente,el valor nulo. 
Respecto a la unicidad de solución del problema de interpolación con splines generalizados planteado, se 
tiene el siguiente resultado: 
( VI ) Suponiendo que el operador diferencial L verifica además de las condiciones (3.2) las 
condiciones de no negatividad aj(x) > O,y = O,..,m— I en [x^,x^ j , y las longitudes de cada 
subintervalo son tales que se verifica ( III ) , entonces el problema de interpolación de splines 
generalizados planteado tiene solución única y equivalentemente K^^  es regular, si la única 
solución del problema de Hermite-Blrkhoff de obtener un polinomio /?^_, (x) (de grado k — 1) que 
verifica las mismas condiciones de interpolación que el spline pero con datos nulos, U = O, es 
el polinomio nulo, siendo k el mínimo de {0,l,..,Aw}fa/ que âf^(x) > O en algún subconjunto de 
medida positiva del intervalo [x^ ^x^]. 
En efecto, poniendo u = u = O se deduce que K^^ es semidefinida positiva ya que 
F(uJ = u X u , = [ 0 u:] O 
u. 
íi-i 
= Z f {2^jiD^uy)dx = r {Y,ajiDJuy)dx > o 
/=0 ' 7=0 ' 7=0 
donde wes el spline generalizado tal que Up = Up = Ucon valores correspondientes a U^ , arbitrarios. 
Para ver cuándo es definida positiva, ponemos F{u^) = 0 y determinamos el —valor de 
k = mm{0, l , . . ,m tal que a^ (x ) > Oen algún subconjunto iS c: [x, , x ^ ] de medida de Lebesgue 
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positiva (esta condición no es vacía ya que por hipótesis a^ >ô>Oen todo [-^pX^j). En estas 
condicionesw ( x ) = Oen [^ i ,^ ; ,J . luego u en cada subintervalo debe ser un polinomio de grado 
menor o igual que w — 1 , por otra parte si k es estrictamente menor que m , de la condición 
u^^\x) = O en 5 , se deduce que u = /?^_j {x) es un polinomio de grado menor o igual que A: - 1 en 
S. Como por otra parte u es de la clase C " " en [x^, x^ J y de la dase C^'" en cada subintervalo 
(XpX.^j) , el polinomiow = Pj^_^{x) queda prolongado a todo [^p^^, J- Si ahora el único polinomio de 
grado menor o igual a A: - 1 que verifica las condiciones dadas por Up = Up = 0 es el polinomio nulo, 
entonces u^ = Oy consecuentemente K^^es definida positiva y por tanto regular y el problema (4.12) 
tiene solución única. 
La aplicación del resultado anterior, por ejemplo, al caso de interpolación con splines cúbicos con peso, 
indica que basta fijar al menos dos ordenadas o una ordenada y una pendiente en el conjunto de nodos 
{x^,X2,.',x^}, para que el problema tenga solución única. Esto es lo que, en el lenguaje de las 
estructuras, se expresa diciendo que las condiciones de vínculo de la viga deben ser tales que las 
condiciones de desplazamiento de valor nulo derivadas de ellas hagan que el único polinomio de primer 
grado que las verifique sea el polinomio nulo. Esto,como es bien conocido,se consigue físicamente con al 
menos dos apoyos o un apoyo y un empotramiento (no necesariamente en el mismo nodo). 
Por otra parte, la aplicación al caso de los splines de quinto grado con peso, donde las condiciones en 
desplazamiento que se pueden fijar en cada nodo son ordenada, pendiente y derivada segunda, nos 
indica que basta con fijar, en el conjunto de nodos, al menos tres ordenadas, o una ordenada y dos 
pendientes, o dos ordenadas y una pendiente en un nodo que no sea punto medio de los dos donde se ha 
fijado la ordenada, etc., para que el spline de quinto grado quede unívocamente determinado. Como 
puede verse estas condiciones son,de tal modo, que el único polinomio de segundo grado que las verifica 
con datos nulos es el polinomio nulo. 
A continuación, en relación con aspectos energéticos, indicamos que, de modo análogo a los problemas 
lineales de elasticidad, se verifica, para los splines generalizados, el principio de energía potencial total 
mínima. Supongamos que las condiciones de interpolación dadas por las componentes Up del vector de 
desplazamientos son tales que el correspondiente problema de interpolación de splines generalizados 
tiene solución única. Donde la solución se calcula para las acciones dadas por los datos simultáneamente 
impuestos definidos por el vectorQ^. Sea g{x), x e [ x j , x^ Juna función arbitraria que verifica los 
* 
datos dados por U , se define la energía potencial total para dicha función como el valor del funcional 
F(g) donde 
^(S) = I f (¿a,(i)^g)^)¿x - g:Q: (4.14) 
donde g,son los desplazamientos (conocidos) de la función g ( x ) correspondientes a las posiciones 
complementarias de las componentes de Up. El primer sumando de (4.14) puede denominarse,por 
analogía con la mecánica de estructuras, energía de deformación. En el campo de los splines es habitual 
emplear únicamente esta energía de deformación pues el segundo sumando no aparece en la expresión 
por las razones ya comentadas, donde, al no considerarse en otras formulaciones el vector de acciones 
nodales, el valor que por defecto queda asignado esQ^ = O. Asimismo dicha energía de deformación es 
expresada en los textos y trabajos más conocidos, en términos del operador diferencial en forma 
factorizada donde la interpretación estnjctural,como se verá,es diferente. 
NOTA: La expresión que define la energía tiene sentido cuando g(x) pertenece al espacio de Sobolev 
([54, p. 45]) ^^ 2^'" F i '-^n J ° -'^'^L'^P-^nJ ^oi'mado por el conjunto de funciones reales h tales que 
D'^'^h es absolutamente continua en el intervalo dado y D'^h es de cuadrado integrable en ^ sentido 
de Lebesgue, es decir D^'h e L^, teniéndose que / / ' " [ x ^ x ^ J e : C""~^[xj,x^J. Dicho espacio de 
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Sobolev puede verse como el resultado de completar el espacio de funciones C°° [jCj, x^ J con respecto a 
la norma 
r ^ 1/2 
Pl.-\¡-^(Z(D'hyW, 
Se tiene el siguiente resultado para la energía 
( Vil ) El funcional de energía definido por (4.14) toma el valor mínimo cuando g es el spline 
generalizado u (único por hipótesis) que satisface (4.12). 
En efecto, llamando v = g-u se tiene que V G / / ' " [ x p X ^ j , Vp = v** = 0 , es decir, verifica las 
mismas condiciones de interpolación que gy upero con valores nulos para las componentes fijadas del 
vector de desplazamientos. 
F(g) = F{u + V) = F{u) + - ["CZ a^j{D v^f)dx + (["{Y^jD^uD'v)dx-y[Q\) 
El tercer sumando del segundo miembro es nulo como se deduce de aplicar (2.9) a cada subintervalo 
(AJ^JC^.^I ) , y observar que L{u) = Oen dichos subintervalos. Por otra parte,el segundo sumando, en 
virtud del resultado ( VI ) y por la hipótesis de unicidad realizada, es nulo únicamente cuando 
v(x) = Oer\ [ x p x j . 
A partir del resultado anterior se deriva de manera inmediata, para el operador en la forma usual dada por 
(2.5), lo que en el campo de los splines y para el operador diferencial en la forma factorizada (2.14) y con 
Q = O se conoce como primera relación integral. Ésta,en nuestro planteamiento,se expresaría como 
7=0 ^ ' 7=0 ^ ' 7=0 
de donde se deduce la siguiente propiedad de mínimo 
7=0 ' 7=0 
que puede interpretarse como que el spline generalizado que interpola los datos dados por u , es la 
función para la que la energía de deformación toma el valor mínimo. 
Asimismo, cuando gsH ' " [xpX^J verifica las mismas condiciones de interpolación que el spline 
generalizado, dadas por los vectores de datos UpyQ^ , entonces se tiene la relación que para el 
operador en la forma factorizada se conoce como segunda relación integral 
l"ig-u)L{g)=l'(^aj(D\g-u)f)dx (4.15) 
En efecto, basta aplicar para cada subintervalo la expresión (2.6) tomando las dos funciones iguales a 
g — u y tener en cuenta que L{g — u) = L{g) y que las componentes conocidas y calculadas por las 
expresiones (4.12) y (4.13) son (por hipótesis) las mismas para g y w. De esta forma la expresión 




y se tiene el resultado (4.15) 
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4.5 Resultados para el caso donde el operador está en forma factorizada 
Indicamos a continuación y de manera muy esquemática la construcción de las ecuaciones de equilibrio 
local y global para los splines generalizados cuando el operador está en la forma factorizada dada por 
(2.14). Dando los mismos pasos que en el caso con-espondiente al operador en la forma autoadjunta 
usual y considerando las expresiones (2.17), (2.18) y (2.4) y las mismas hipótesis respecto a la existencia 
de las funciones de forma que constituyen la base de Lagrange para la interpolación de Hermite 
generalizada relativa al intervalo [a,b\, se tiene el siguiente resultado análogo a (IV) 
( VIII ) Sea L(u) = mL^(u)) el operador diferencial autoadjunto en forma factorizada, 
l,,,k = l,,.,2m y l¡^,k = l,,.,2m las formas lineales definidas en (2.4) y la forma bilineal simétrica 
a^(u,v) correspondiente. La solución de Lu = O en [a,b\ talque 
l,iu) = u''-'\a) = r„l,^„{u) = é'-'\b ) = r,^„,k = l,..,m 
donde T/^^k = l,..,2m son números reales arbitrarios dados, verifica la siguiente relación matricial 
que denominamos ecuación de equilibrio local o ecuación de equilibrio del elemento de spline 
generalizado en el intervalo [a, b\ 
donde las matrices K^ = (^ .y )/y=i .,2m 5 ^ / §í ^^^ '^^  ^ ^^^ ^ ^^^ 
ky = k, = l{L,iNj)) = a,(u,y) - ¿ f i:,(A^,)L,(iV,)¿x, i,j = L.^m 
= ( - P o ( A ( w ) ) , = , v . , - P ; „ - , ( A ( " ) ) . = a ' P o ( A ( " ) ) . = ¿ v . , / ? , _ l ( A ( w ) ) . = 6 ) 
y las denominamos respectivamente como matriz de rigidez local, vector de desplazamientos 
nodales y vector de cargas nodales de equilibrio para el elemento de spline generalizado. 
Asimismo, mediante el proceso usual de ensamblado se llega a la ecuación de equilibrio global 
K | U = Q , análoga a la (4.9) donde el vector de desplazamientos U es el mismo que el allí definido, sin 
embargo el vector de acciones nodales exteriores Q^ es diferente al definido en (4.11) al venir dadas la 
componentes de dicho vector en términos de la composición de los operadores p., / = O,.., w — 1 y L^, 
distintos en su naturaleza a los /^.,z = O,.., w— 1 definidos en (2.7). Por la misma razón también es 
diferente la matriz K , . Asimismo la expresión de la forma bilineal análoga a la (4.10) es,en este caso. 
«,(t/,v) = X £ 'n , ( t / ) I , (v )¿ r = v^K,u 
Por otra parte Jos resultados sobre la unicidad de solución del problema de interpolación análogo al 
planteado en (4.12) y asimismo las propiedades de mínima energía potencial total y la primera y segunda 
relación integral se derivan de la misma forma, aunque las expresiones que se obtienen son diferentes. 
En la referencia [1] se realiza un estudio muy detallado de los splines generalizados utilizando la forma 
factorizada del operador, obteniendo la primera y segunda relación integral, entre otras propiedades; no 
obstante no aparece el concepto de acción nodal, ni en ningún punto se realizan desarrollos que puedan 
considerarse próximos al esquema matricial aquí propuesto. 
Exponemos, con un ejemplo sencillo, el distinto significado de la matriz de rigidez y del vector de cargas 
nodales , dependiendo de que se emplee para el operador la forma autoadjunta usual o la factorizada. 
Sea el operador correspondiente a la barra sometida a esfuerzos axiles y embebida en un medi^ elástico 
L{u) = '-(A{x)uy + k{x)u, X e {a,b). 
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Consideremos el caso particular A{x) = A{cte\ k{x) = k(cíe), x e(a,b) donde un sistema 
fundamental de soluciones de L{u) = O es {ç^ (x) = exp(rj jc), Ç2 (^) = ^Wi^i^)} donde 
A partir de dicho sistema se obtiene, en la forma usualja correspondiente base de 
Lagrange de funciones de forma \N^,N2 • Para este caso / , (« ) = uia),!^^^) — " (^ ) y '^s acciones 
nodales de equilibrio son /i(w) =-i'o(")jc=a - " " ^ " ' ( ^ ) ' 4 ( " ) = '^(")x=é =" ^ " ' ( ^ ) - Los 








Si se emplea, por otra parte la forma factorizada para el operador L, resulta £ ( « ) = Z,, (Z,, (« ) ) 
con Z , | ( M ) = \lAu' + sku y / , , (« ) = —N Au' + -Jku, siendo.para este caso,las acciones nodales 
/,(!,(«)) = -/>o(¿, (")) . . . = - V I ( V I « ' +V^M)_ = -Au'ia)-yfÂku(a) 
/ ,(!,(«)) = p„(L,(«)),., - •/Â(JÂu' + Jku)^._, = Au'(b) + Jlkuib) 
donde PQ(U) = tal y como se indica en (2.3) . Los elementos de AT, se obtienen de la manera 
indicada en W//, resultando la ecuación de equilibrio 
- AN[{a) - jAk N,{a) - AN',(a) - JAk N^(a) 
AN¡{b) + ^ÍAkN,{b) AN[{b) + JTTN^ib) 
uia) 
uib)_ 
- Au'{a) - y/Ak u(a) 
Au'(b)+ yíATuib) 
que teniendo en cuenta que N^ (a) = 1, N^ (b) = O, N2 (a) = O, N2 (b) = 1 queda reducida a 
- AN¡(a)- y/Âk -AN[{a) 
AN[{b) AN[{b)-\- yTÂk 
u{a) 
u(b) 
- Au'{a)- y/Âku(a) 
Au'(b)+ y/JiTuib) 
Como puede observarse la información contenida en ambas ecuaciones de equilibrio es la misma, pero la 
naturaleza de la matriz de rigidez y de lasaccionesnodaiesde equilibrio es diferente. Por ejemplo,la matriz 
de rigidez en el primer caso es regular pues ïï^Kïï = f (Au''^ + ku^)dx > O, w G N(L), w ' ^ (0,0) 
y, en el segundo caso, es singular, pues w'/ñ7 = r(Z.j(w))^í¿c = O, w G A'^(Z.) , para algunos 
w ' ^ (0,0) , por ejemplo para u(a), u(b) correspondientes a w = exp{-^Jk I Ax). 
Asimismo las acciones nodales de equilibrio en el primer caso son los axiles del cálculo de estructuras. 
Para el segundo caso, sin embargo, el significado de las acciones nodales es distinto al usual. La ecuación 
de equilibrio global en el caso factorizado contiene exactamente la misma infomnación que la 
con-espondiente al operador autoadjunto en la fonna usual y se podría, con las modificaciones 
convenientes de la matriz de rigidez global y del vector de acciones nodales, transformar una cualquiera 
de las ecuaciones en la otra. 
Esta cuestión del estudio comparativo de ambos planteamientos ha sido objeto de estudio en algunos 
trabajos sobre splines. Por ejemplo, en la referencia [39] se analiza la construcción de splines en tensión 
utilizando directamente la minimización en el espacio de Sobolev / /^[(2,¿] de los funcionales 
cuadráticos derivados de las formas bilineales 
a{f,g)={{rg''+c'f'g')dt, b(f,g)=l(r+cf')(g''+cg')dt ' 
llegándose a que ambos esquemas conducen al mismo conjunto de ecuaciones para determinar el spline. 
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4.6 Coméntanos sobre la interpretación estructural en los splines usuales y aplicación de una extensión 
de la idea de spline generalizado 
La idea de spline desde sus orígenes ha ¡do, generalmente, asociada al hecho de que dichas funciones 
minimizan un cierto funcional de energía que puede ser interpretado desde un punto de vista físico o 
geométrico. Los ejemplos más notables en este sentido son los splines cúbicos y los splines en tensión y 
variantes de ambos tipos. Hay gran número de referencias que tratan sobre la construcción de tipos 
particulares de splines a partir de la minimización directa de ciertos funcionales de energía, de tal manera 
que pequeñas modificaciones en el funcional han servido para introducir nuevos tipos de splines, los 
cuales pueden considerarse como simples variantes de los splines cúbicos y de los splines en tensión. 
Una referenda que consideramos de gran interés, precisamente por analizar desde el punto de vista 
variacional esta evolución de los diferentes tipos de splines, es el trabajo de Hagen y Schulze ([46]). A 
continuación y con objeto de ilustrar la evoludón que hemos indicado, comentamos la interpretación 
estructural de algunos tipos particulares de splines e indicamos la posible aplicación del enfoque matricial 
propuesto en este trabajo. 
NOTA: No comentamos aquí los clásicos trabajos de Lari<in ([55]), Glass ([56]), Woodford ([57]) y Malcolm 
([58]), pues, aunque todos ellos tratan el interesante problema de la interpoladón de datos mediante la 
teoría de la elástica, el planteamiento que siguen es no lineal y^  por tanto^ no interpretable en la fonna 
matridal usual con-espondiente al enfoque lineal del método de los desplazamientos. 
En primer lugar y obviando los detalles, por bien conocidos, para los splines cúbicos y los splines en tensión 
usuales ([38, 40, 43, 44, 45]), centramos nuestra discusión en los ü - splines que son introducidos por 
Nielson ([39]) con el propósito de conseguir resultados análogos a los splines en tensión, en lo referente a 
Ja eliminación de puntos de inflexión extraños, pero empleando funciones polinómicas cúbicas. La idea de 
Nielson es sustituir el segundo sumando del funcional de energía de deformación de los splines en 
tensión 
por la expresión ^ ^ . ( / ' ( / / ) ) ^ ^ • ^ O donde a = ÍQ <t^ < „<í^ = b. Posteriomiente Foley ([45]) 
1=1 
introduce otra modificación en el funcional de energía de los splines en tensión sustituyendo el primer 
sumando por ^ú)¡ J (fiO) <iU^i > Ode esta forma el funcional que emplea tiene un número 
1=0 
mayor de pesos que pueden modificarse a voluntad. El funcional que queda finalmente es 
i=0 ' 1=1 
Por otra parte,el problema a resolver es determinar en el conjunto de funciones 
F = \/e /f ^ / ( 0 = y,,i = 0,..,n,f%) = y'„fXíJ = y'„ 
aquéllas que mimimizan los funcionales indicados, llegándose a que dichas funciones son, en ambos 
casos,splines cúbicos en el sentido generalizado,es decir, splines cúbicos de la clase C^. 
Ni en la publicación de Nielson ni en la de Foley hay interpretaciones de tipo estructural que indiquen que 
por ejemplo,en el primer caso, la función extremal representa el modelo de una viga continua de rigidez 
constante apoyada en cada uno de los nodos intermedios con empotramientos en los extremos y con 
empotramientos elásticos en todos los nodos intermedios. Por otra parte, en el segundo casoja rigidez es 
además constante en cada subintervalo. La resolución, desde nuestro planteamiento matricial, es 
inmediata. En primer lugar, la función que se busca no es más que un spline cúbico en sentido 
generalizado, donde, con nuestra notación L{u) = D^ (A{x)D^u),óon6e la rigidez es constante en 
cada subintervalo, es decir A{x) = ú)¡,x e {x^,x^^^),i = ! , . . ,« - 1 . El funcional de energía potencial 
total es,en este caso, 
1 n-l 
ng)=^Z^^l(g\x)ydx-j] g\x,)M, 2tT 
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que los vectores de desplazamientos y de fuerzas nodales son aquí 
donde se ha indicado con un ( * ) los valores conocidos. Se han distinguido en el vector de acciones 
nodales ios dos tipos de acciones que actúan en cada nodo, esto es, las duales de los desplazamientos 
verticales y las duales de las pendientes. Como puede verse las pendientes en los nodos intermedios son 
desconocidas; pues bien ^  basta expresar, en este caso, sus acciones duales como conocidas. Estas 
acciones, en términos estnjcturales,son los momentos en los nodos intermedios y, como en dichos nodos 
hay realmente empotramientos elásticos,se tiene que M¡ = -k¿u\J = 2, . . ,« - 1 . Obsérvese que el 
funcional de energía quedaría en la forma 
F{g) = \{f,co, [' {g\x)ydx + f^k,{g\x,)Y ) (4.16) 
El método matricial propuesto en este trabajo, en lugar de minimizar el funcional anterior para el conjunto 
dado de condidones de interpolación, como es usual en las publicadones ya citadas, consiste 
simplemente en añadir a los elementos de la diagonal principal de la matriz de rigidez global del spline 
generalizado, los valores k. en las posiciones correspondientes a u\J = 2, . . ,« — 1 , tomando el nuevo 
vector de acciones nodales justamente el valor nulo para las componentes situadas en las posiciones 
citadas. Esta operación, como puede comprobarse, es equivalente a la minimización del funcional anterior 
y, además,tiene la ventaja de que podemos imponer diferentes condiciones de interpolación en cada nodo 
y modificarias a voluntad en cada caso, sin necesidad de tener que construir el sistema de ecuaciones 
para cada conjunto particular de condiciones. 
Hay que indicar que además de introdudr estas modificaciones en el fundonal de los splines en tensión 
para conseguir reducir el número de puntos de inflexión extraños que aparecen para determinados 
conjuntos de datos cuando se emplean los splines cúbicos usuales, se han realizado modificaciones más 
simples, como la que resulta de eliminar el segundo sumando de (4.16). En definitiva Ja modificadón 
consiste en trabajar únicamente con splines cúbicos con peso, eligiendo dichos pesos (û-
convenientemente. Un trabajo muy notable.por los resultados que se obtienen, es el de Salkauskas ([40]) 
donde se toma como peso, en cada subintervalo, una cierta fundón de la pendiente de cada tramo 
^/ = V + (X+i "• yiY ^^f\ ' 1^ = ^i+\ " ^i • Otra alternativa propuesta por de Boor ([6, p. 303]) para 
el mismo propósito es utilizar splines cúbicos ordinarios con nudos adicionales y los correspondientes 
datos de ordenadas en ellos, situados en las zonas donde se quiere que la gráfica de la función, 
modifique la curvatura o cambie de dirección. Pues bien, para estos planteamientos, a pesar de que el 
objetivo tiene una importante interpretación estructural, los métodos utilizados en ambas publicaciones 
han sido fundamentalmente de tipo algebraico. 
Otro caso de interés donde puede expiicitarse además la idea de acciones nodales generadas por 
uniones de tipo elástico, es el de los splines de suavizado al que de Boor en A Practical Guide to Splines 
([6]) dedica un capítulo completo. El funcional que se desea minimizar en el espacio ^ ' " [ ^ p JC^ J es de 
la fonna 
ptwi^i) - y if + (1 - /^ ) f {f'"'\x)fdx, o<p<\ 
Para este caso el procedimiento de construcción que proponemos se basa también en una simple 
modificadón de la ecuación de equilibrio global conrespondiente a los splines polinómicos generalizados 
de grado 2m-l con-espondientes al operador diferencial L(w) = i ) ' " (>4(X)JD'"W) donde la función 
que hace las veces de la rigidez (en un sentido generalizado) puede tomarse constante en cada 
subintervalo, generalizando algo más el funcional anterior. 
La interpretación estructural consiste en considerar que los puntos de la gráfica de la función que se 
busca, están unidos elásticamente en cada nodo a los puntos de ordenada y¡, con constantes de valor 
pk¡. Esto, como puede verse observando el funcional de energía después de desarrollara primer 
sumando, equivale a una unión elástica en cada nodo, de la gráfica, a un punto de ordenada nula (es 
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decir,en el eje x) y simultáneamente una acción nodal de valor pk.y. que es dual del desplazamiento en 
el nodo. En resumen, la ecuación de equilibrio global de los splines de grado 2m — 1 con peso, donde 
A{x) = A-(cte),x e (x¿^x._^_^)J = l,.,,n-lse modifica en la forma siguiente: a los elementos 
situados en la diagonal principal de la matriz de rigidez global, en las posiciones correspondientes a los 
desplazamientos w.,z = ! , . . ,« se le suma el valor de la constante elástica/?A:., y el vector de acciones 
nodales tiene todas sus componentes nulas excepto aquéllas que tienen la misma posición que los 
desplazamientos, las cuales tienen por valor pk.y.. 
Como puede deducirse a partir de la estructura del vector de acciones nodales, en este caso, la 
regularidad de la función spline que se obtiene es de la clase C""^' cuando se toman todos los pesos 
¡guales, es decir si A{x) = 1 — /7 ,x G [xpX^ J, en caso contrario la regularidad se reduce a C""^ en 
todos aquellos nodos donde haya discontinuidad en el peso. 
El caso particular de estos splines de suavizado para m = 2, a\ corresponder de nuevo a un caso de 
splines cúbicos ha sido también muy estudiado. En la referencia [59, p. 57] se comenta, con diversas 
ilustraciones gráficas, la influencia del parámetro py se indican, a su vez, otras referencias que tratan 
sobre la determinación automática de dicho parámetro. 
Otra aplicación del enfoque matricial propuesto es la construcción de spünes paramétricos tanto en el 
plano como en el espacio, es decir para (x{t), y(t)) en R o (x{t), y{t), z{t)) en R ' ' . En este caso 
se trata de constmir una curva con n nodos que se corresponden con puntos/^-,/ = l , . - , ^ del plano o 
del espacio y el parámetro í puede ser de tipo uniforme: en los sucesivos nodos va tomando los valores 
t. = 0,1,..,/2 —1,0 representar la longitud acumulada de la cuerda: el parámetro aproxima la longitud de 
arco de la curva, mediante la longitud de la poligonal que une los puntos, es decir 
/j = 0,t¡^^ = t- +\P¡P-^Xi = 1,..,« — 1 . Para estos splines paramétricos se establece una ecuación de 
equilibrio tanto locaren cada[/pí-^J como global,en [/p/^Jpara cada una de las componentes por 
separado, considerando cada componente como una función spline, donde la variable independiente es el 
parámetro / . Al ser las matrices de rigidez local y global las mismas para las distintas componentes, cabe 
la posibilidad de emplear una única ecuación de equilibrio tomando el vector de desplazamientos y de 
acciones nodales de modo que incluya las componentes de cada una de las funciones. Aquí, si cabe, la 
aplicación del método, es más interesante desde el punto de vista de las interpretaciones de tipo 
estructural, al no ser éstas tan directas como en los splines generalizados (no paramétricos). 
A continuación realizamos unos breves comentarios sobre otras alternativas posibles al método matricial 
de cálculo de splines generalizados propuesto en este trabajo. El método desarrollado aquí es el método 
de los desplazamientos donde, en primer lugar, se determinan los desplazamientos desconocidos y 
después se pueden detemninar tanto las acciones nodales exteriores desconocidas en los nodos 
correspondientes, así como las acciones nodales de equilibrio en los extremos de cada elemento. Una 
alternativa al método propuesto, podría ser, manteniendo la analogía estructural, el método de 
compatibilidad o de las fuerzas, donde las incógnitas que se determinarían en primer lugar son las 
acciones nodales de equilibrio en los extremos de cada elemento y después los movimientos de los 
nodos. 
Este método de cálculo de los spiines generalizados basado, en la idea de compatibilidad de 
desplazamientos, es muy sencillo de construir a partir del paralelismo citado, de ahí que omitamos su 
desan'ollo. Por otra parte hay esquemas de cálculo de splines basados fundamentalmente en enfoques de 
tipo algebraico, que,en el fondo y de una manera parcial, están aplicando la idea citada de compatibilidad. 
Esto sucede cuando se eligen como incógnitas derivadas altas (por ejemplo, desde la de orden m hasta 
la de orden 2m — l) que,como hemos visto,van asociadas, desde nuestra interpretación, a acciones 
nodales, y se imponen después condiciones de compatibilidad de desplazamientos en los nodos. Un 
ejemplo de esto se tiene cuando se determinan splines cúbicos eligiendo como incógnitas las derivadas 
segundas en los nodos, imponiendo después, como condiciones de compatibilidad, la igualdad de 
derivadas primeras por la izquierda y derecha en cada uno de los nodos intermedios, obteniendo. las 
conocidas ecuaciones de los tres momentos. 
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Respecto a la ventaja de un procedimiento frente al otro, proponemos, sin profundizar en la discusión, 
como método más sistemático para la construcción de splines (formación de la ecuación de equilibrio 
global), el de desplazamientos, aunque para casos muy particulares donde, por ejemplo, las condiciones 
de interpolación no van a variar, la idea de compatibilidad puede ofrecer alguna ventaja. A este respecto 
puede ser ilustrativa, aunque no de traslación inmediata a los splines generalizados, la discusión realizada 
en [60, p. 226]. 
Finalizamos este apartado apuntando, de manera esquemática, la posibilidad de construir splines cuyo 
operador diferencial Z, (autoadjunto o no) es de orden m , mediante una cierta extensión de la teoría de 
splines generalizados asociados al operador L = L^Ly que es autoadjunto y de orden 2 m . La idea 
consiste en sumergir dicho spline dentro de los splines generalizados relativos al operador L = ZJLJ . 
imponiendo para este último solamente las condiciones de regularidad correspondientes al spline 
asociado al operador L,. El procedimiento de construcción se basa en utilizar las ecuaciones de 
equilibrio local correspondientes a los splines asociados al operador L, ensambladas de manera que el 
nuevo spline generalizado no sea obligatoriamente de la clase C"" . Esto se consigue desacoplando 
convenientemente ciertas derivadas en el vector de desplazamientos e imponiendo, además, ciertas 
condiciones de nulidad para las componentes del vector de acciones nodales que son duales de las 
componentes incógnitas del vector de desplazamientos. 
Para ilustrar el esquema anteriormente citado, nos vamos a centrar simplemente en la determinación de 
los splines de segundo grado mediante los splines de grado cinco, considerando éstos en un sentido 
extendido. Este caso, a pesar de su sencillez, permite,con una sencilla generalización,dar la construcción 
sistemática de los splines de grado par. Dichos splines van asociados a operadores diferenciales que no 
son autoadjurítos y, por dicho motivo, los métodos de construcción empleados para tales splines son 
fundamentalmente algebraicos ([1, p. 109]). Los splines de segundo grado van asociados al operador 
diferencial Z,(w) = /)^w y los de quinto grado a Z(w) = Z*(Zj(w)) = - Z ) ^ w . Sean los nodos 
x, < ^2 < . . < JC^ . imponiendo que los splines de segundo grado sean funciones de la clase C^, 
desacoplando en el ensamblado de las ecuaciones de equilibrio de los splines de quinto grado las 
derivadas segundas en los nodos intermedios, esto es, se considerarán para dichos nodos 
u^ =u"{xj),u^ =u"(xl)J = 2^,,,n — l como valores distintos. De esta forma el vector de 
desplazamientos de la ecuación de equilibrio global para los splines de quinto grado desde este punto de 
vista extendido (funciones de la clase C en lugar de ser C ) es 
Asimismo el correspondiente vector de acciones nodales es 
La matriz de rigidez global para este nuevo spline de quinto grado se obtiene de ensamblar las matrices 
de rigidez (4.6) en la forma usual, teniendo en cuenta que para los subintervalos que van desde el 
segundo hasta el final, las matrices de rigidez indicadas aumentan en uno la dimensión como resultado de 
intercalar una fila y una columna de ceros entre la segunda y tercera. Asimismo todas las componentes 
del vector de acciones nodales que se corresponden con desplazamientos no fijados se deben hacer 
nulas. 
Como ejemplo numérico supongamos que los nodos son x^ = / - ! , / = 1,..,4, si los datos conocidos 
son por ejemplo u = ( 2 , ~ , - , l , - , - , - , 1 . 5 , l , - , ~ , 2 . 5 , - , - ) q u e corresponden, en este caso, a fijar la 
ordenada en todos los nodos y la pendiente de valor unidad en el nodo tercero y fijamos, como hemos 
indicado, las acciones nodales con valor nulo para las componentes duales de los desplazamientos 
incógnitas, la resolución del correspondiente sistema proporciona los valores desconocidos. Estos valores 
son u ' = ( * - 2 , 2 , * A 2 , 1 , * , M A M , 0 ) . 
El spline de segundo grado que resulta es " 
x'-2x + 2,x&[0,\\ ( x - l ) ' / 2 + l ,x6( l ,2 ] , ( x - 2 ) + 3 /2 ,x e (2,3] 
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5. Solución nodal exacta y acciones equivalentes en problemas de contorno unidimensionales 
Desarrollamos en este punto la aplicación de los splines generalizados a la resolución de problemas 
de contomo unidimensionales. La ¡dea utilizada consiste en emplear en el método usual de elementos 
finitos de Galericin ([32, p. 116] y [61, p. 35]) funciones de pmeba y funciones test o de ponderación 
pertenecientes al espacio de dimensión finita engendrado por los splines generalizados correspondientes 
al operador L de orden 2m de la ecuación diferendal. Esta elección del espacio de funciones conduce a 
soluciones que son exactas en los nodos. Es más, dicho resultado se mantiene aunque se tome un 
espacio arbitrario para las funciones de prueba. Por otra parte, la idea de acción equivalente (ya 
considerada en [66]) sugiere una nueva aproximación, para la solución de los problemas de contorno, que 
además de interpolar en los nodos los valores exactos de los desplazamientos, interpola también los 
valores de las acciones de equilibro. Esta nueva solución puede interpretarse como un cierto spline 
generalizado de orden Am asedado al operador L . 
5-1 Solución nodal exacta en problemas de contorno unidimensionales 
El problema de contomo que se plantea en este apartado y cuya definición precisa se da después, 
consiste en resolveren forma aproximada, una ecuación diferencial ordinaria autoadjunta no homogénea 
en el intervalo [^p^;, J. de modo que la soludón en los nodos x^ <x^ < . . < x- < . . < x^ verifica 
dertas condiciones de contomo, tanto de tipo esencial como de tipo natural, relativas al operador 
diferendal de la ecuación. Estas condiciones deben garantizar la unicidad de solución del correspondiente 
problema de contomo de n puntos. 
Sea la ecuadón diferencial no homogénea 
^ " ) = / (5.1) 
definida en (¿7,6), siendo el operador diferendal L el definido por (2.5). Multiplicando por la función 
V ambos miembros de (5.1) e integrando por partes (residuos ponderados) y aplicando (2.9) se obtiene la 
expresión 
[Y^ap'uD^vdx = [fs>dx + |;/,(v)/;.(«) (5.2) 
y=o /=! 
la cual corresponde a la formuladón débil de (5.1) o, lo que es lo mismo, al principio de los trabajos 
virtuales. 
A continuación pasamos a construir la ecuadón de equilibrio en [ a , 6 j para las soluciones de (5.1). 
Damos pasos análogos a los efectuados en la demostración del resultado {\\/) para lo que suponemos 
que el operador diferencial i y la longitud del intervalo genérico [¿z, 6 j verifican las mismas hipótesis del 
apartado 4.1. Asimismo suponemos q u e / e s continua en (úí,¿)y que existen y son finitos los límites 
siguientes: l í m / ( x ) , c = a"*^,6". 
La solución de (5.1) que verifica las condiciones de interpolación indicadas en el citado apartado es 
1=1 
donde wes una soludón de la ecuación completa que verifica las condiciones homogéneas siguientes 
l.{w) = O,/ = l,..,2/w. Estas condiciones de interpoladón siempre pueden imponerse ya que si ïv es 
una solución particular arbitraria, entonces w = vv — /Jiiy^^)N¡ verifica, tal y como puede 
1=1 
comprobarse, las condiciones citadas. Obsén/ese que se está suponiendo que el problema de contorno 
definido por (5.1) y las condiciones de contorno l¡(u) = r.,i = l,..,2m, siendo A;, númecos reales 
arbitrarios dados, posee como solución única a la función dada por (5.3). 
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2m 
a(w,v) = I X ^ y ^ ' " ^ ' ^ ^ - ^ = E ^ / W ( ^ ) + [^iy)^dx (5.4) 
7=0 /=1 
y considerando ahora en el primer miembro de la expresión (5.2) la u dada por (5.3) y v = A^. se obtiene 
para cada j = l,..,2m 
^^ ^^ - /b 2 m 
i=\ k=\ 1=1 
donde se ha tenido en cuenta que L(Nj) = 0. Simplificando queda 
2m . 
Y.k,r, = [jNjdx + lj{u) 
Expresando lo anterior en forma matricial se tiene la ecuación 
o equivalentemente mediante la expresión particionada 
vr{a,b) v^(a,h) 
A , , A , 2 
K 
[«(«*)• 










que es verificada por cualquier solución de (5.1) en el intervalo (ûf,6) . Dicha ecuación la denominamos 
de equilibrio local en el intervalo [a,b\, donde la matriz de rigidez AT es la misma matriz que en (4.1), el 
vector de desplazamientos nodales es análogamente a (4.2) w = F , el vector de cargas nodales de 
equilibrio o de contomo q está definido como en (4.2), con la salvedad de que la función u es allí 
solución de la ecuación diferencial homogénea mientras que aquí lo es de la ecuación completa (5.1) y 
finalmente el vector / que denominamos de cargas nodales equivalentes es 
f'=(lfN,dx,..,¡/N,„dx) 
Las componentes del vector de cargas nodales equivalentes verifican que 
> / x = - / , ( w ) 
y=iv.,2/w 
Resultado que se deduce trivialmente de (5.5) o equivalentemente de (5.6) al considerar la solución 
particular w = w, es decir r^ = •• = 2^m ~ ^ • ^^ anterior permite poner 
2m _ 
1=1 
que como puede verse con-esponde a la ecuación de equilibrio (4.1) del elemento de spline generalizado 
que interpola los mismos datos que la solución de la ecuación completa (5.1), teniéndose Q - f + q^ -
De los resultados anteriores se deriva la siguiente interpretación de tipo estructural: las cargas nodales 
equivalentes, correspondientes a una acción repartida, son las opuestas de las cargas nodales de 
equilibrio relativas a la solución particular de la ecuación comípleta que verifica condiciones de 
interpolación homogéneas. Esta es la idea que, en cálculo de estructuras mediante el proceso de 
empotramiento en los nudos y aplicando el principio de superposición, permite pasar de cargas repartidas 
a cargas concentradas únicamente en los nudos. A partir de aquí se llegando forma un tanto intuitiva,al 
hecho de que los movimientos de los nudos en la estructura con cargas repartidas y los de la que tiene 
únicamente cargas concentradas (las correspondientes) en dichos nudos, son los mismos. 
Veamos ahora que se llega a la misma ecuación de equilibrio local (5.6) sustituyendo, en el primer 
miembro de (5.2), la solución exacta u de (5.1) por cualquier aproximación û tal que 
i = l,..,2m 
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2m 
En efecto, de (5.4) resulta ûf(w, v ) = ú?(w, v ) = 2 ^ ^ / / ( v ) ya que la función de ponderación ves tal que 
¿ ( v ) = 0 . De esta forma tomando v = Nj se tiene para cada j = \,,.,2m 
a(u,Nj) = a(û,Nj) = f^kj,r, 
i=\ 
2m ^ 
Obsérvese que la aproximación û dada por w = ^ ^ A ; . / ^ . con l.(Nj) = o¡j puede ser totalmente 
/=! 
arbitraria. Naturalmente una aproximación de particular interés es aquélla donde la base de Lagrange de 
funciones de interpolación está formada por soluciones de la ecuación homogénea asociada a (5.1), es 
decir A^ . =//.,/ = l,..,2/n . 
2m 
La expresión (5.7) resulta también de fomna inmediata poniendo V = 2_J^Í^Í ^^ ^i arbitrarios, así (5.2) 
1=1 
queda en la forma 
s'Kr=r(f + r) (5.9) 
y teniendo en cuenta que ? = (5j , . . ,52^)es arbitrario se obtiene la expresión indicada. Empleando 
para (5.8) la expresión matricial partidonada en términos de w y V ésta queda como 
(v(a^)',v(6-)')| = ( v ( û O ' , v ( 6 - ) ' ) ( fia*) f(b-) + ) (5.10) 
Por otra parte el resultado de reciproddad indicado en (2.13) para dos funciones u y vque verifican en 
el inténsalo genérico ( û , 6 ) , L(u) = / , L(v) = g ,se puede expresar con la notación de este apartado 
en la fonma 
y'Cu + f > ^ = ^'?y + [gudx (5.11) 
La interpretadón mecánica o estructural de la expresión anterior es inmediata: el trabajo de las acciones 
coR-espondientes a la solución u realizado sobre los desplazamientos relativos a la solución v es igual al 
trabajo de las acciones correspondientes a v sobre los desplazamientos dados por u . 
A continuación se obtiene, de manera análoga a los splines generalizados mediante el proceso usual de 
ensamblado (véase el apartado 4.3), la ecuación de equilibrio global en el intervalo [.^i,-^„ J que verifica 
cualquier función u(x) solución de 
/i-i 
L(u) = f en U(^/'^w) (5.12) 
que sea de la clase C" ^ en dicho intervalo [x^ ,x^\. 
i=\ 
Sumando las expresiones (5.10) correspondientes a cada intervalo {x-,x.^^)J = l,,.,n-\ y 
considerando por la regularidad citada que uix¡) = u(xj) en los nodos internos y lo mismo para v , y 
poniendo como en el caso de los splines generalizados 
e idénticamente para v , se obtiene 
v ' K u = v * ( F + Q ^ ) 
la cuaUeniendo en cuenta que se verifica para cualquier V, es equivalente a esta otra que denormnamos 
ecuación de equilibrio global para las soluciones de (5.12) que verifican la condición de regularidad 
indicada 
Ku = F + Q^  (5.13) 
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La matriz K que denominamos de rigidez global es la misma que en (4.9), sin embargo el vector columna 
F que denominamos de acciones nodales equivalentes es aquí el que resulta de ensamblar las acciones 
nodales equivalentes correspondientes a cada elemento, asimismo el vector Q de acciones nodales 
exteriores es, como en los splines generalizados, el resultado de ensamblar las acciones nodales de 
equilibrio locales. Este último vector es como (4.11), con la salvedad de que aquí está definido para 
funciones que son solución de la ecuación completa (5.12) en lugar de venir dado para splines 
generalizados, de ahí que lo distingamos, como en el caso local, con el superindice C. Los 
vectores F y Q pueden expresarse como 
•*^  ~~ yJW^'"^ J\m'>"'> J n\->"'> Jnm) 
(Q^)'=(/„("X-,/,„,("),-,/„,(")v.,L,(«)) 
donde las componentes del vector de cargas nodales equivalentes son 
fg = f " fNiM)dx. i = !,..,«, j = 1,.., m 
siendo A^..(x)las funciones de forma globales definidas en[jCpX„j que constituyen la base de 
Lagrange de splines generalizados, es decir I (N-) = ô-ô- ,p = l,.,,n,q = l,,.,móonóe las 
formas lineales de interpolación/ vienen definidas como lpq{M) = u {x) y L{N.) = 0 en 
M( . r - ,X-^ j ) . Asimismo las formas lineales /•• son las componentes del vector definido en (4.11) a partir 
/=i 
de los operadores dados en (2.7). 
Por otra parte, análogamente al caso local Q = F 4- Q es el vector de acciones nodales exteriores 
correspondiente al spline generalizado que interpola en los nodos x^,..,x^\os mismos valores que la 
solución de (5.12) considerada. 
Señalamos que,como en el caso de los splines generalizadosja expresión (5.13) es una identidad la cual 
únicamente pone de manifiesto que fijados los desplazamientos mediante el vector u y fijadas las 
acciones exteriores f en [x^, x^ J, se tienen de manera unívoca las acciones nodales exteriores Q . 
La expresión análoga a la (5.2) correspondiente a la formulación débil para [^p^; , J se obtiene sumando 
cada una de las que resultan en (5.2) al considerar los subintervalos(x.,X-^j),z = ! , . . ,« — 1 , resultando 
" Y^^jD'uD'vdx = f fvdx + v^Q'^  (5.14) 
De aquí se obtiene de manera directa la ecuación de equilibrio (5.13) expresando V mediante las 
funciones de forma globales de splines generalizados A^-.(x) . 
También se tiene, de manera análoga a (5.11) el resultado de reciprocidad para las soluciones w, v de 
(5.12) correspondientes a las acciones / , g", y que interpolan los desplazamientos dados por los 
vectores U, V . En efecto, basta sumar las expresiones análogas a la (5.11) correspondientes a los 
subintervalos (x . ,x .^ i ) ,z = ! , . . ,« - 1 obteniéndose 
v'Q^ + r pdx = u*Q^ + r gudx (5.15) 
De esta expresión resulta también, de forma inmediata, la ecuación de equilibrio global (5.13^1 Basta para 
ello aplicar (5.15) entre la solución de (5.12) que interpola los datos dados por el vector de 
desplazamientos u y las funciones de forma globales ya indicadas. 
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Podemos definir ahora en [^pX^ Jun problema de contorno de n puntos donde la solución w,además de 
cumplir (5.12) verifica las condiciones esenciales de interpolación del tipo Hermite-Birkoff 
l.j(u) = u^'''\x.) = r^. (ij) el„xl^= {l,..,«}x {l„.,m} donde 
rij=r¡XiJ)^Jp (5.16) 
son datos . siendo J^ un cierto subconjunto de /^ x / ^ de cardinal p . Asimismo la solución verifica las 
condiciones naturales /y(w) = Q^ , ( / ,y ) e I^xl^ de modo que 
Qy=Q¡\aj)^Js (5.17) 
son también datos, siendo Js ^ K^^m ^  *^p ®' conjunto de cardinal s = nxm — p . En definitiva se 
está indicando, del mismo modo que en el apartado 4.4, que se conocen p componentes de las nxm del 
vector U de desplazamientos nodales y s = nxm — p componentes del vector Q^ del vector de 
acciones nodales exteriores. 
El problema de contomo planteado se puede expresar de manera equivalente en la forma siguiente: 
Obtener la solución u G C " ' [x^, x^ J de la ecuación diferencial 
que verifica las condiciones de interpolación dadas por (5.16), donde y es la acción generalizada que 
mediante el simt>olismo de las distribuciones hemos expresado en función de derivadas de deltas de 
Dirac. Cuando la acción / s e a nula en todos los subintervalos, la solución exacta será un spline 
generalizado,pues,en dicho caso, / s e compone únicamente de acciones nodales exteriores. 
NOTA: Obsén«^ ese que aunque u pertenece al espacio de funciones indicado es en realidad un elemento 
1-1 
de / f " y aunque / G C ( U {x^, x.^j )) . / pertenece a / /" '" [xj, x^ J, es decir, al dual de i / ' " [xp x^ ] . 
1=1 
De hecho, desde el punto de vista de las aplicaciones, los casos más interesantes son aquéllos donde la 
acción repartida y es realmente de / /" '" en cada subintervalo (^/,x^.^j) , siendo la solución u en dicha 
situación una función de / / ' " c C"" en cada subintervalo. Nótese que en este caso más general la 
solución dejaría de ser de la clase C en los citados subintervalos y por tanto, las derivadas que definen 
a los operadores diferenciales (2.7) deben ser consideradas en el sentido de las distribuciones. 
Teniendo en cuenta que todas las componentes del vector F de acciones nodales equivalentes son 
conocidas y que Q = F + Q representa las acciones nodales exteriores para el spline generalizado 
que interpola los mismos datos que la solución que se busca, el problema de unicidad de solución para el 
problema de contomo planteado queda reducido al problema de interpolación con splines generalizados 
abordado en el apartado citado, por lo que nos remitimos a lo allí expresado, incluyendo el resultado (VI). 
Veamos ahora que la resolución de este problema por el método de Galerkin conduce a valores nodales 
exactos, obteniéndose en consecuencia los mismos resultados que P. Tong ([22]),con la particularidad de 
que aquí no exigimos que la forma bilineal a(w,v)sea definida positiva. Asimismo se demuestra que la 
exactitud nodal se consigue,aunque el espacio de funciones de prueba no sea de splines generalizados. 
Sea V el espacio de dimensión infinita V = \he / / ' " [x^x^] , V ( / , 7 ) G J ^ , h^^~^\x¡) = o | 
teniendo en cuenta la formulación equivalente para el problema de contorno: 
Obtener ueg-\-V{a\ que a{u, v) = /(v), Vv G F donde a{u, v) es el primer miembro de (5.14) y 
/(v) = f M = f J^dx + Earv^^- '>(x, ) 
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Introduciendo ahora en dicha ecuación la aproximación û = g-\- /L^U^ij ^ S"^ ^h ^^h^^ donde 
g= ^^yNy-es una función que interpola los desplazamientos datos, expresada mediante las 
funciones de forma globales N-j (arbitrarias) donde lpq{N-j) = 5-^5-^^p = h.,,n,q = l , ..,m , 
y ponderando con los elementos del subespacio F^ de V engendrado por los splines generalizados 
N , V( /7, q)eJ^, se obtiene el sistema de ecuaciones 
Esta expresión es,por los resultados ya vistos para las ecuaciones de equilibrio local y teniendo en cuenta 
el ensamblado, la misma que se obtiene para la solución exacta. La expresión que resulta después de 
• 
reordenar convenientemente como en el apartado 4.4 y llamar Up^ll^ a los desplazamientos datos e 
incógnitas respectivamente y Q^ a las acciones nodales datos, es justamente la segunda línea de 
(4.12), es decir K^U^ = F^  4- Q^ - K^pUp = Q, - K^pUp. Obsérvese que el único requerimiento 
para la resolución del problema de contorno es que la matriz K^^sea regular y no necesariamente 
definida positiva. 
Se tiene el siguiente resultado: 
( !X) En el supuesto de que la solución exacta del citado problema de contorno de n puntos sea 
única (¥i^^ regular), la solución aproximada obtenida por el método de Galerkin en la forma 
indicada (aproximación arbitraria de la solución y ponderación con splines generalizados) toma en 
los nodos los mismos valores que la solución exacta. Además, una vez determinados los 
desplazamientos nodales desconocidos, se puede determinar en cada subintervalo los valores 
exactos de las acciones nodales de equilibrio a partir de la correspondiente ecuación de equilibrio 
local. 
En las aplicaciones lo usual es tomar las funciones N-j = NyJ = l , . . , /z,y = 1,..,A7Í de esta manera la 
solución aproximada û del problema de contomo será también un spline generalizado, no obstante 
consideramos también la posibilidad de otras aproximaciones que están relacionadas con la idea de 
acción (repartida) equivalente. 
Otro problema, diferente al de contomo de w puntos citado, y que describimos esquemáticamente, 
consiste en determinar los valores de los desplazamientos en todos los nodos XpJífjv-j-^n y las acciones 
de equilibrio por la izquierda y derecha en dichos nodos, conociendo para el primer nodo JCj (o cualquier 
otro nodo) los valores del vector de desplazamientos u(x¡)y,simultáneamente,las acciones locales de 
equilibrio g(x¡)y asimismo la acc ión /en el intervalo [ x , , x^ j y las acciones nodales exteriores en 
todos los nodos. 
Este problema, análogo a los de valor inicial (obsérvese que los datos de las derivadas en el nodo x^, 
desde la de orden m hasta la de orden 2m - 1 , se dan también, aunque de forma un tanto implícita 
mediante las componentes de q(x^ ) ), se resuelve de forma exacta y de manera recurrente a partir de 
las expresiones deducidas de la ecuación (5.8), teniéndose el siguiente esquema de cálculo 
« (X,:, )=M (X-, )=(Ki, ) - (f(x; ) + r (x; ) - Kifiixi )) 
r(4,)=(Q''),>. -§^^u;,)=(Q''),>, +7(^;,)-^2,"(^;)-^22«u;n 
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donde ( Q )|^i = (^-^j p . . , ^ . ^ j ^ ) representa la acción nodal exterior en el nodo jc.^j. Obsérvese que 
para su aplicación únicamente se requiere la regularidad de la submatriz K^j - En el apartado 6.3 se 
desarrolla una aplicación de este caso a un problema dinámico. 
5.2 Acciones equivalentes en problemas de contorno unidimensionales 
Considerando en la ecuación de equilibrio en[a,¿J correspondiente a (5.1) el vector de cargas nodales 
equivalentes, puede observarse que fijados los desplazamientos u =7, hay infinitos estados de carga 
diferentes a / que proporcionan las mismas acciones nodales de equilibrio q . En efecto, basta 
considerar otra carga cualquiera g que en relación con / verifique I ( / ~ g)N¡dx = O, / = l,..,2m , 
pues, de este modo, los valores que intervienen en la ecuación de equilibrio son únicamente 
I fN-dx, i = l,..,2m y, consecuentemente, las acciones de equilibrio correspondientes a / y g son 
las mismas. Diremos que en dicho caso las dos acciones o estados de carga son equivalentes. 
La condición anterior la podemos expresar así: dos estados de carga definidos por las funciones / y 
g son equivalentes en (a , 6) si su diferencia f — g Qs ortogonal 3N{L), es decimal espacio de 
funciones engendrado por las soluciones de la ecuación homogénea L{u) = O en dicho intervalo. 
Un caso de especial interés, por los resultados que se obtienen y las interpretaciones que permite 
realizar, es precisamente aquél donde la acción equivalente a una acción / dada se toma en el espacia 
de funciones N{L) . Dicha acción (repartida) equivalente,al pertenecer a un espacio de dimensión finita 
podemos considerarla como un cierto estado simplificado de carga, además ésta tiene gran regularidad, 
pues en lugar de ser continua como la carga de partida (o incluso en la situación más general de / /~ ' " ), 
es C^^{a^b) . Dicha acción,que representamos por F, es la proyección ortogonal de la acción d a d a / 
sobre el núcleo del operador diferencial y podemos considerarla como un representante canónico de la 
clase de equivalencia a la que pertenece la acción de partida . La expresión de la carga F en la base de 
funciones de forma locales se obtiene a partir del teorema de la proyección ortogonal como 
F = {N„..,N,JG''f (5.18) 
donde los elementos de la matriz de Gram G son I N-Njdx, i,j — l,..,2m . 
Una consecuencia interesante derivada de la elección de F como representante del estado de carga 
consiste en considerar la relación entre las soluciones de L{u) = f y L{U) = F donde las condiciones 
de contorno esenciales para ambos casos son las mismas: l.{ii) - 1¿{U) -r.,i = \,..,2m . Resulta de 
lo anterior que las acciones nodales de equilibrio coinciden, es decir, /.(w) = / • ( ( / ) , z = l,..,2m , y 
como F G N{L) se tiene además que U pertenece al núcleo del operador L, , esto es, Lí (U) = O 
(suponemos para esto que los coeficientes del operadora tienen regularidad suficiente para que U sea 
una función de la claseC "^{a,b) ). Obsérvese que la función U puede interpretarse como la solución 
de L^(U) = O que interpola los 4m valores siguientes:/.(w),/.(w),/ = l,..,2m . La solución U puede 
calcularse sin determinar F pues basta obtener el elemento del núcleo de L que interpola los 
4AW valores indicados. A posteriori puede determinarse, si se quiere, F , mediante F = Z({7) o por 
(5.18). 
Todo lo anterior podemos resumirlo del siguiente modo: — 
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( X) Dada la acción o estado de carga f en (úf, b) existe otro estado F que pertenece al espacio 
de soluciones de la ecuación homogénea, y que denominamos estado de carga simplificado, que 
genera las mismas cargas nodales equivalentes que f, siendo F la proyección ortogonal 
def en el citado espacio. Además, la solución deL{U)-Fque satisface l-{U)-l.{ü), 
i = \,..,2m, verifica que l.{U) = l.{ii)^i = \,..,2m y puede interpretarse por tanto como la 
solución de L" (U) = O que interpola los valores /• (w), /• (w), / = l,..,2m . 
Los resultados anteriores se extienden de manera inmediata a todo el dominio. En efecto, la equivalencia 
de acciones en todo el dominio puede definirse del siguiente modo: dos acciones son equivalentes en 
todo el dominio si restringidas a cada subintervalo resultan equivalentes. Por otra parte,s¡ una acción se 
sustituye por otra equivalente en todo el dominio, es decir, si / se sustituye en cada subintervalo por 
cualquier otra equivalente g , las ecuaciones de equilibrio local no se modifican y, consecuentemente, la 
ecuación de equilibrio global (5.13) es la misma. Se concluye que las soluciones de los problemas de 
contorno de n puntos (u otros,como, por ejemplo,el ya mencionado de valor inicial) cuando existan y sean 
únicas, serán las mismas cuando las acciones sean equivalentes, es decir, los desplazamientos nodales 
desconocidos y las acciones de equilibrio en cada intervalo coincidirán. 
Es interesante señalar por otra parte que las soluciones del problema de contorno de n puntos mediante 
el spline generalizado y mediante la solución interpoladora U correspondiente a la carga repartida 
equivalente F , representan,de alguna manera,situaciones extremas en relación con la distribución de la 
carga. En efecto, en el primer caso lo que se hace es transformar el problema en otro donde únicamente 
hay acciones nodales exteriores (las iniciales más las nodales equivalentes) y ninguna acción repartida y 
en el segundo la acción inicial se transforma en una acción repartida con cierto grado de regularidad. 
Por otro lado,el hecho de que para acciones equivalentes las acciones nodales de equilibrio coincidan en 
los extremos de cada subintervalo permite inferir una cierta relación en el interior de dichos subintervalos 
entre los valores de los operadores de (2.7), P.J = O,.., m - 1 , para dos soluciones correspondientes a 
acciones equivalentes. Dicha relación la determinamos a continuación para las soluciones 
correspondientes a las acciones fyF. Integrando por partes en el intervalo genérico, después de 
multiplicar por la función v G N(L) ambos miembros de L{u) = f y L{U) = Fy teniendo en cuenta 
los operadores definidos en (2.7), se obtienen las expresiones siguientes 
-X[(^(")-^(^))v"'*ï+ f 
1=0 
( 2 a,D' (u - U)D'v) + (P, (u) - P, {U))v'''' 
/=0 
dx = 0 
k - O,..,m - I 
las cuales, considerando (2.11) y la propiedad de interpolación 1-{U) = l-{u),i = l,.,,2m , queda 
reducida únicamente al segundo sumando, es decir 
' \dx = 0 l\(f^a,D\u-U)D^v)-^(P,(u)-P,(U))v^ 
(5.19) 
^u.iy yu-u )J^ v)-r yr^ yu  - r¡^ y^j )) v 
í=0 
k = O,.., m - 1 
La expresión anterior para el caso k = m-\ y considerando (2.7) y (2.8) equivale a a(u — Î7, v ) = O 
donde hay que tener en cuenta que U e N{Ü) y v G N{L) . 
En la aplicación que se realiza del concepto de acción equivalente en el apartado 6.3 se determina la 
aproximación U mediante interpolación con funciones del núcleo del operador L . También en la 
aplicación que se realizó de dicho concepto, a la aproximación de desplazamientos y esfuerzos en la viga 
de Bernoulli-Euler ([66]), se empleó dicho procedimiento para el cálculo de la aproximación U . En dicho 
trabajo se puso de manifiesto la bondad de resultados no sólo de los desplazamientos sino tan^ién de los 
esfuerzos. Precisamente en relación con la aproximación de los esfuerzos, se obtuvieron,-en el citado 
trabajojas correspondientes expresiones particulares de (5.19) que permitieron dar una justificación sobre 
la aproximación del momento fleeter y del esfuerzo cortante en el interior de cada elemento de viga. 
(c) Consejo Superior de Investigaciones Científicas 
Licencia Creative Commons 3.0 España (by-nc)
http://informesdelaconstruccion.revistas.csic.es
73 
Informes de la Construcción, Vol. 51 n° 464, noviembre/diciembre 1999 
5.3 Comentarios 
Todo el desarrollo realizado en este punto en relación con la exactitud nodal, de las soluciones 
aproximadas de problemas de contorno unidimensionales, se ha basado en la consideración de que el 
operador diferencial de L de orden 2m es autoadjunto. Cabe,sin embargo, la posibilidad de aplicar gran 
parte de las ¡deas aquí expuestas a otras situaciones donde el operador no sea autoadjunto. En dicho 
caso puede comprobarse que se consigue también exactitud nodal utilizando funciones de ponderación 
pertenecientes al núcleo del operador adjunto L . Otra posibilidad,en cierta manera equivalente, consiste 
en transformar la ecuación L{u) = f en otra L(U) = F óonóe F se obtiene como resultado de 
proyectar / sob re el núcleo de L y si la regularidad del operador lo permite transformar la ecuación 
inicial en L L{U) = O y considerar U como un cierto spline generalizado relativo al operador L L que 
es autoadjunto. Algunos de estos aspectos son comentados en un apéndice, que hace referencia al 
trabajo de P. Tong ([22]), en el texto de Zienkiewicz y Taylor ([62,p. 631])aunquedesde un enfoque ajeno 
al de los splines generalizados. 
6. Aplicaciones 
En este punto se exponen diversas aplicaciones del método de cálculo de splines generalizados a 
problemas de diseño gráfico, cálculo de vigas y cálculo dinámico. 
6.1 Un ejemplo de aplicación gráfica de los splines generalizados de orden seis 
A continuación se describe una aplicación gráfica de la teoría desarrollada empleando splines 
generalizados de orden seis, los cuales incluyen como caso particular a los splines de quinto grado. 
El problema planteado para ilustrar las posibilidades del enfoque propuesto, consiste en determinar una 
función spline u{x)óe orden seis en el intervalo [0,17Jcon nodos X- = 0 , 5 , 9 , 1 3 , 1 7 , que verifica 
distintas condiciones de interpolación en cada nodo. Así, en el primer nodo, Xj = O , se dan como datos 
la ordenada, primera derivada y segunda derivada, siendo los valores u = 4,u' = —2.7, u" = 7.9563. 
En el segundo nodo, ^2 = 5, sólo se fija el valor de la primera derivada, donde w' = O. En el tercer 
nodo, X3 = 9 , se da el valor de la primera y segunda derivada, u' = 0.5,11" — 0 .0931 . En el nodo 
cuarto, x^ = 13, la ordenada y segunda derivada, con valores 11 = 6 y n" = O. Finalmente,en el nodo 
quinto, X5 = 17, se dan como datos, de manera análoga al primer nodo, los valoresw = 8,11' = —0.7y 
1/" = 0.9093. 
Los datos y condiciones de interpolación anteriores vienen motivados por el propósito de diseñar un 
enlace en S entre las circunferencias de radios 3 y 2 respectivamente, que aparecen dibujadas en la 
figura 1. Los puntos de tangencia del enlace con las circunferencias citadas se consideran datos y son el 
(0,4) y (17,8), con pendientes en dichos puntos de - 2 . 7 y - 0 . 7 . Asimismo, los valores de las 
derivadas segundas correspondientes a las curvaturas 1/3 y l / 2 , para las pendientes dadas, son 
respectivamente u" = 7.9563 y u" = 0.9093 . Por otra parte,el enlace debe cumplir los requerimientos 
adicionales de que la pendiente en el punto de abscisa 5 sea nula, la pendiente y radio de curvatura del 
enlace en el punto de abscisa 9 tomen respectivamente los valores de 0.5 y 15 y, finalmente, que el 
enlace pase por el punto de coordenadas (13,6) y tenga curvatura nula en dicho punto. 
Entre los diferentes tipos de splines generalizados de orden seis hemos elegido, para esta aplicación, los 
asociados al operador diferencial 
L{u) = (-iyD\a,{x)D'u) + (-if D\a^(x)D'^u) = -Au^'^ + Bu^'^ (6.1) 
donde las funciones a^(x) = A> Oy ci2{x) = B >0 son constantes en cada subintervalo (a,b) . El 
spline, para el caso B > O, está definido en cada subintervalo mediante una combinación lineal de las 
funciones que componen el vector x^ = ( I , z , z ^ , z ^ , e x p ( z v 5 / / í ) , e x p ( - z v 5 / y í ) ) , z - = x - ú f , 
y que se obtienen a partir de las raíces de la ecuación característica r {—Ar + B) = O. Cuando 
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5 = 0 , resultan los splines de quinto grado con peso, siendo,en dicho caso, x ' = ( l , z , z ^ , z ,z , z ) . 
La construcción de los splines se realiza mediante la formulación matricial desarrollada en el punto 4. Así 
la ecuación de equilibrio local en cada subintervalo se obtiene de forma análoga a los ejemplos 
desarrollados en el apartado 4.2,teniendo en cuenta que los operadores P¿J = 0,l,2,definidos en (2.7) 
son,en este caso, PQ{U) = Aii^^^ - Bu^^\ P\{u) - -Au^^^ -\- Bu^^\ ^2 ( ^ ) ~ Au^^\ Por otra parte 
la ecuación de equilibrio global para el spline en el inten/alo [0,17J se calcula en la forma indicada en el 
apartado 4.3, teniendo en cuenta las contribuciones de las ecuaciones locales relativas a los subintervalos 
[x-jX-^j J,/ = 1,..,4. Finalmente consideramos en la ecuación global los desplazamientos que son datos 
y las acciones nodales datos, es decir, las duales de los desplazamientos desconocidos. En esta 
aplicación el vector de desplazamientos u de 15 componentes (u,u\u"en cada nodo), es el mismo 
para todos los casos (a) a (e), viniendo indicadas en negrita en las tablas de la figura 1 aquéllas que son 
datos. De la misma manera se indican en negrita las componentes datos del vector Q de acciones 
nodales. Los restantes valores (de estilo normal) d e l i y Q , se obtienen a partir de la resolución del 
sistema que se deriva de la ecuación global una vez considerados los datos. 
Con los casos indicados en la figura 1 con las letras (a) a (e), se pretende poner también de manifiesto, la 
influencia que tiene en la gráfica del spline, la modificación del valor de los pesos ^ y 5 en los distintos 
subintervalos y la modificación de los valores de las acciones nodales. Así, en el primer gmpo de splines, 
casos (a), (b) y (c), las acciones nodales correspondientes a las componentes no prefijadas del vector de 
desplazamientos (las indicadas en negrita en el vector Q ), se han fijado todas a cero. De esta manera la 
modificación de la gráfica es debida,únicamente,a la variación de los pesos en los distintos subintervalos. 
El caso (a) donde los pesos son A = I, B = O en todos los subintervalos, corresponde al de un spline de 
quinto grado y como puede verse, la gráfica de la curva de enlace, tiene poca suavidad, debido a los 
cambios de signo en la curvatura que ocurren en diversos puntos, aparte del de abscisa x = 13, donde 
la condición de curvatura nula ha sido impuesta. Dichas oscilaciones se evitan aumentando el valor de 
B respecto al de A (véanse los pesos en la tabla adjunta al gráfico superior de la figura 1),lo que provoca 
una disminución en promedio de la curvatura,tal y como se pone de manifiesto en las gráficas de (b) y (c). 
En estos casos, al ser las acciones nodales citadas nulas, el spline es, de entre todas las funciones que 
verifican los datos prefijados del vector de desplazamientos, aquélla que hace mínimo el funcional de 
energía de deformación 
Fig) = ^[[A{g^''f+B{g''^f]dx (6.2) 
Ahora realizamos una comparación entre los casos (c), (d) y (e), considerando, para los dos últimos, la 
presencia de acciones nodales no nulas y manteniendo los mismos pesos que en (c) (véase el gráfico 
inferior y tablas adjuntas al mismo en la figura 1). El propósito es que,manteniendo la suavidad del enlace 
proporcionado por (c), conseguir que la curva no corte a la circunferencia de radio 2. Para ello y 
procediendo por tanteos, modificamos el valor de la acción nodal dual de la pendiente en x = 13, 
pasando ésta a tener el valor de 5.0 (caso (d)). Como esta modificación desplaza la gráfica hacia abajo 
más de lo deseado, se cambia también el valor de la acción nodal dual del desplazamiento en x = 5, 
asignando a ésta un nuevo valor de 0.5,obteniendo la gráfica que se indica en el caso (e). Esta última la 
consideramos, sin entrar en la justificación de detalles analíticos, como una solución aceptable para el 
problema del enlace. En los casos (d) y (e) los splines,en lugar de minimizar (6.2), minimizan la energía 
potencial total, la cual,para (d) esF(g) - 5.0g'(13) y para (e) F(g) - 0 .5g(5) - 5.0g'{l3) . 
Es evidente que se obtendrían los mismos resultados añadiendo como nuevos datos en el vector de 
desplazamientos, el valor modificado de la pendiente en x = 13 y del desplazamiento en A: = 5 . Sin 
embargo, esta forma de proceder llevaría aparejada la modificación de la matriz del sistema a resolver, 
resultando más cómodo cambiar los valores de las acciones nodales, los cuales únicamente requieren 
modificar el término independiente del sistema. 
Por otra parte indicamos que splines como el propuesto en esta aplicación y otros análogos como, por 
ejemplo, los asociados al operador L{u) = —Au^^^ + Bu^"^^ - Cu^'^^ pueden ser j j na buena 
alternativa, desde el punto de vista gráfico, a los bien estudiados splines cúbicos con pesQj^ splines en 
tensión, pues,sobre éstos,tienen la gran ventaja de que el grado de regularidad es C , además de incluir 
mayor número de parámetros, lo que les da también una mayor flexibilidad. 
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U«[ 4.0O, -2.70. 7.9563, 4.4322. 0.00, 0.04460. 5.0627. 0.50. 0.0931. 6.00. 0.0589, 0.00. ê.OO. -0.70. -0.9093] 
0 « [2.1428. 7.0180. 10.1991. 0.00, 7.5608. 0.00. 0.00. 10.1685. 1.8655. -3.5980. 0.00. -2.8475. 1.4552. -2.7117. 1.3155 ] 
U«[ 4.00. -2.70. 7.9563, 0.3525. 0.00. 0.3299. 2.0409. 0.50. 0.0931. 6.00. 1.1944. 0.00, Î.OO. -0.70, -0.9093] 
Q^-[-a7259. -4.3285. 6.1496. 0.00. -1.0230. 0.00. 0.00. -3.3089. -0.2228, -0.5474. 0.00. 0.3196. 1.2734. -5.8705. -a0773 ] 
U - [ L.O0. -2.70. 7.9663, 1.7852. 0,00, ai583. 2.9630. 0.50. 0.0931. 6.00. a9221. 0.00. 8.00. -0.70. -0.9093] 
Q^-C-a4466. -L9033. 4.0248. 0.00. -2.4698. 0.00, 0.00. -1.7041, -0.1742. 0.1121. 0.00. -0.1836. 0.3344. -1.0652. 0.0158] 
u'=-a7o 
i*'=0.9093 
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U^»[ 4.00, -2.70, 7.9563, 1.7852. 0.00, 0.1583. 2.9630. 0.50. 0.0931, 6.00, 0.9221. 0.00. S.OO, -0.70, -0.9093] 
Q^ « (-0.4466, -1.9053. 4.0248, 0.00. - ^ 4 6 9 8 . 0.00. 0.00. -1.7041. -0.1742. 0.1121, 0.00. -0.1836, 0.3344, -1.0652, 0.0158] 
U^«[ 4.00. -2.70. 7.9563. 0.3648, 0.00, 0.1444, 1,3700, 0.50, 0.0931. 6.00. 1.8011. 0.00. 8.00, -0.70, -0.9093] 
Q^ » [0.0688, -0.6183, 4.2426. 0.00, -0.1617, 0.00, 0.00. -2 .2395, -1.0039. 0.1454. 5.00. -0.9088. -0.2143. -0.2286. -0.1938] 
U « [ 4.00, -2.70. 7.9563, 0.8869. 0.00, 0.0831, 1.7568. 0.50, 0.0931, 6.00. 1.6591. 0.00. 8.00. -0.70. -0.9i^3] 
0^» [-0.1105. -1.0738. 4.1654. 0.500. -0.0189, 0.00. 0.00. -4.775, -0.8887, - 0 2 6 3 8 . 5.00. -1.0067. -0.1256. -0.3638. -0T599] 
Figura 1 
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Finalmente se indica que si no se emplean herramientas de cálculo simbólico para el manejo de las 
funciones trascendentes puede haber una cierta limitación en la utilización de splines generalizados en 
aplicaciones como la anterior, cuando se pretende conseguir una regularidad alta en la función de 
interpolación. Una alternativa, desde el punto de vista práctico, que resuelve en parte esta dificultad 
consiste en emplear espacios de elementos finitos de polinomios a trozos, que aproximen al spline 
generalizado asociado al correspondiente operador diferencial. Este procedimiento, que es la base de los 
métodos energéticos de modelización geométrica, se describe, entre otros, en el interesante trabajo de 
Cardona y Samartín ([63]). 
NOTA: Debe observarse que el problema geométrico del enlace entre las dos circunferencias no es, en sí 
mismo, el objetivo de este apartado ya que con él sólo se pretende motivar una aplicación geométrica que 
ilustre las diferentes posibilidades de la metodología desarrollada para el cálculo de splines. En este 
sentido, precisamos que si el problema del enlace correspondiese, por ejemplo, al trazado en planta de 
una vía de comunicación, las soluciones dadas por los diferentes splines calculados, deberían ser 
tomadas como primeras aproximaciones, pues una solución ingenieril del mismo, requiere, entre otras 
cuestiones, que la ecuación de la curva no dependa del sistema de referencia. Esto> como es bien 
conocido, puede plantearse utilizando la concatenación de arcos de curvas definidas por sus ecuaciones 
intrínsecas, lo que conduce, por otro lado, a la resolución de problemas no lineales de cierta complejidad. 
Las referencias [64] y [65] constituyen ejemplos representativos de este enfoque no lineal del problema de 
trazado, sobre todo la primera, donde se aborda, con gran detalle, el interesante problema de la 
determinación de los splines clotoidales. La segunda referencia, por su parte, aborda los clásicos y más 
elementales problemas de determinación de curvas de enlace entre recta y circunferencia, en las distintas 
situaciones posibles, empleando,según los casos,una o dos clotoides como curvas de transición. 
6.2 Cálculo de, una viga continua en un medio elástico de Winkler sometida simultáneamente a acciones 
axiles y flexión 
En este punto se expone, una aplicación de los resultados del apartado 5.1 al cálculo, por elementos 
finitos, de los desplazamientos y las acciones nodales de equilibrio en un problema de contorno no 
homogéneo de n puntos correspondiente a una ecuación diferencial de cuarto orden que modeüza el 
comportamiento estructural de una viga continua sobre un medio elástico de Winkler sometida a flexión y 
simultáneamente a cargas axiles. El método de cálculo tiene la particularidad de que los valores 
determinados, en cada uno de los nodos, son exactos. Por otra parte, el objetivo de este apartado es 
análogo al de los trabajos de análisis de vigas sobre fundación elástica indicados en las referencias 
siguientes [48, 49, 50, 51], con la singularidad de que, aquí,se incluyen además cargas axiles y también, y 
de mayor interés desde nuestro punto de vista, que la metodología empleada procede de una simple 
particularización del planteamiento matricial desarrollado para los splines generalizados, lo que permite un 
tratamiento más sistemático de estos problemas. 
Para la aplicación se ha tomado una viga continua de tres tramos alineados, donde los dos primeros 
tramos de8 y 6m respectivamente, tienen una sección de0.5 x 0.5m y el tercero de lOm , una sección 
de O.SxO.Sm. El módulo de elasticidad del material se considera con un valor de 
E = 23.000A^ / mm y el coeficiente de balasto que caracteriza la respuesta del terreno, de 
k = 20.000Â7V / m . Asimismo, la viga se considera sujeta mediante una serie de coacciones que 
limitan determinados desplazamientos en los puntos de apoyo, de forma que el desplazamiento vertical se 
supone nulo mientras que los giros en dichos apoyos son libres, manteniendo la continuidad de la viga. 
Por su parte, para la adecuada transmisión del axil, el desplazamiento horizontal no se considera 
coaccionado, salvo en la unión de los tramos segundo y tercero, donde, para mantener el equilibrio 
horizontal,se impide la traslación del apoyo. 
Cada tramo de viga está sometido a un conjunto de acciones o estados de carga de modo que la 
ecuación diferencial que rige cada uno de dichos tramos es diferente. Así, exceptuando la consideración 
común del peso propio y la respuesta del terreno, el primer tramo de viga está sometido a una acción 
repartida y constante de lOOKN / my un axil de compresión óelOOKN, el segundo tramo mantiene el 
valor del axil y, en el tercer trámese tiene una carga concentrada de walorlOOOKN y una carga repartida 
de 60KN / m , simultáneamente con un axil de tracción de valor 200KN . Finalmente» para el cálculo 
de la carga repartida de peso propio, se ha considerado un peso específico para el material de la viga de 
wa\or25KN/m\ 
Para el cálculo se ha dividido cada tramo en dos elementos de manera que haya un nodo intermedio 
entre apoyos. En los dos primeros tramos el nodo se ha situado en el centro y en el tercero en el punto 
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de actuación de la carga concentrada. Todas estas condiciones sobre la geometría, estado de carga, 
condiciones de los apoyos y discretización en elementos, se esquematizan en la figura 2(a)-(b). 
La ecuación de los elementos a compresión en el primer tramo de viga es: 
donde la rigidez es A = El = 1 l9600KNm^, la carga axil de compresión B = -N = -700KN, el 
coeficiente k = \ 0000KN / m . Asimismo la ecuación de los elementos a compresión en el segundo 
tramo es: 
donde se ha considerado, por el estado de carga, la hipótesis de no tener en cuenta la respuesta del 
terreno. La rigidez y la carga de compresión son las mismas que en el primer tramo y la carga repartida es 
únicamente aquí la debida al peso propio. 
En el tramo tercero la ecuación diferencial es: 
Au^'^ -Tu^'Uku = f 
con A = EI = 490590KNm\ B^T = 200KN, k = \ 0000 KN / m~. 
Siguiendo el procedimiento indicado en el apartado 4.2 y su nota y en 5.1, se determinan para cada 
elemento, empleando funciones de forma que son soluciones de la correspondiente ecuación diferencial 
homogénea, las matrices de rigidez y las ecuaciones de equilibrio de tipo local. Una vez realizado el 
ensamblado de dichas ecuaciones se obtiene la ecuación de equilibrio global y, tras la consideración de 
las condiciones de contorno que imponen los apoyos y resolver después el correspondiente sistema, se 
obtienen los desplazamientos en los nodos (movimientos verticales y giros) que se indican en la tabla de 
la figura 2(d). Entrando asimismo con los valores calculados, en la ecuación de equilibrio local de cada 
elemento, se determinan las acciones nodales de equilibrio, las cuales se indican en la tabla de la figura 
2(c). Dichas acciones representan, en el extremo derecho de cada elemento, el valor del momento flector 
y del cortante, este último, modificado en el valor dado por Bu'y los valores opuestos de dichos 
esfuerzos en el extremo izquierdo. Finalmente indicamos que la idea de acción equivalente, que permite 
aproximar con ventaja en este tipo de problemas, los desplazamientos, giros, flectores y cortantes, no la 
hemos desarrollado en la aplicación, por haber sido ésta expuesta, tal y como se ha comentado, de 
manera monográfica en [66] en un problema análogo sobre flexión de vigas. 
6.3 Aplicación a un problema de cálculo dinámico 
En este apartado aplicamos los resultados del punto 5 a la resolución de un problema particular de valor 
inicial consistente en la determinación de la respuesta de un sistema que se asimila a un oscilador simple 
sin amortiguamiento, constituido por una masa m , un resorte con constante de proporcionalidad k y una 
acción que varía,de forma arbitraria,con el tiempo / ( / ) . En definitiva,se trata de obtener formalmente,a 
partir de la teoría de splines generalizados,un resultado equivalente, en la respuesta del sistema, al dado 
por la integral de Duhamel ([67, p. 16], [68, p. 101])] y, asimismo, destacar algunas consecuencias de la 
aplicación del concepto de acción equivalente, a un caso de tipo dinámico. Por otra parte, este problema 
de valor inicial, a pesar de su sencillez, es de gran interés en ingeniería, pues, como es bien conocido, 
cualquier sistema continuo, tras la discretización en el correspondiente sistema de n grados de libertad y 
el posterior desacoplamiento de éste, conduce,para cada modo de vibración por separado, a la resolución 
de problemas como el planteado. Asimismo,el esquema de cálculo a seguir, por tratarse de un problema 
de valor inicial, sólo requiere la utilización del concepto de ecuación de equilibrio local, realizándose los 
cálculos,paso a paso,en cada intervalo de tiempo. 
La ecuación diferencial que rige el sistema es 
L(u) = mu" + ku = f(t) (6.3) 
donde w(^) representa el desplazamiento. Un sistema fundamental de soluciones para L{u) = Oes 
{cos((i)í),sen(¿yr)}donde co = ^k / m . Para un intervalo de tiempo genérico [ûf,èj la de base de 
Lagrange, para las condiciones de interpolación dadas por /^(w) = u(a)J2(^) - ^(¿') . ®s ^ 
{ TVj (O = SQn[cD(b -1)]/ SQn[ú){b - a)\ N^ (t) = sm[co{t - a)]/sQn[co{b - a)] 
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donde la longitud del inten/alo debe ser tal queú){b - a)^kn para k entero. La ecuación de equilibrio 
local que verifican las soluciones de (6.3) es 
mcù \-cos{cû{b-a)\ 1 




tal y como se deduce de /,(w) = mu'(a^)J2{u) =-mu^b ).yde k.j = I¡(Nj),i, j = 1,2 . 
En este caso, al tratarse de un problema de valor inicial, del conocimiento de u{a),u'{a^) pueden 
obtenerse los valores u{b),u{b~) resultando las expresiones 
/Lx r \ ru \^ ^tXí[co{b - a)] 
u{b) = (cos[¿y(è - a j j , -, 
CÙ u'{a^) 
u'{b ) = (-íysen[íy(6-a)],cos[<y(¿>-fl)]) 
+ t f{t)sQn[cù{b-t)\dt (6.4) 
+ —tf{t)cos[co{b-í)\dt (6.5) u{a) 
u'{a*) 
Obsérvese cómo por esta vía de los splines generalizados se obtiene para el intervalo [a, ¿ j = [a, T\ la 
conodda integral de convolución o integral de Duhamel (segundo sumando de (6.4)) 
f/(0 SQn\cú{T -1)\ dt 
meo 
la cual es obtenida usualmente a partir de la superposición de las respuestas de los sucesivos impulsos 
elementales en que se puede descomponer la acdón / ( / ) , o también y de forma análoga, como la 
superposidón de la respuestas a las funciones escalón. 
Por otra parte, el concepto de acción equivalente dado en el apartado 5.2 permite aproximar la respuesta 
del sistema dentro del intervalo [(2,b\ mediante la expresión Interpoladora siguiente 
donde 
U{t) = ÛCx, íe[a,b] 
û = iu(aluXanMbluXb-)) 
x^ = (cos(íyz),zcos(ú9 z),sen(¿y z),zsen(¿y z)), z = t -a 
(6.6) 
y la matriz C es 
C = 
c'-c! 




- c, le. 
CD C, 
CtC'j C-, 1 *^3 ^1^2 ^3 
í y ( c , + C 2 C 3 ) - (C2C3 + C,) cDc^c^ 
- c,c 1^3 le, C -yC n C , 
con 
I = b-'a,c^ = sen(¿y/), Cj = cos(co/), c^ = Ico 
El producto de las matrices Cy x dan como resultado un vector de funciones, las cuales constituyen una 
base de Lagrange para las condiciones de interpolación de Hermite definidas por û. Asimismo, el 
conjunto de funciones dado en el vector x son un sistema fundamental para el operador L^. Obsérvese 
que la ecuación característica para el atado operador es m'^r'^ + 2cù^r^ -{• co^ = O , la cual tiene por 
raíces œ i(doble), - ú) i{doblé) . 
La respuesta aproximada U{t) se torna en exacta cuando la acción está dada por una combinación lineal 
de las funciones COs{cot),SQ>n{cút), pues, en este caso, la proyección ortogonal en el subintervalo 
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[ a , 6 ] , de / ( / ) sobre el espacio engendrado por las funciones anteriores, coincide con la acción 
original. 
La utilización de la expresión (6.6) permite reducir de manera notable el volumen de cálculos necesarios 
para la determinación de la respuesta del sistema. Este hecho se pone de manifiesto en el ejemplo 
numérico siguiente 
Supongamos un sistema mecánico de masa m = 8x10 Kg V constante de muelle del sistema de valor 
k = 10^ NIm . La frecuencia natural circular es CO = ^klm - 35.355345e^~' y el penbdo natural 
T — In ICÙ - OAlllseg. La acción / ( / ) que hemos elegido es de tipo impulsivo y su valona lo largo 
del tiempo,se indica en el esquema de la figura 3(a). Se ha considerado para el cálculo un intervalo de 
tiempo óeOAOsegy condiciones iniciales nulas para el desplazamiento y la velocidad, determinándose 
mediante (6.4) y (6.5) la respuesta exacta en 91 instantes de tiempo que se con-esponden con la división 
de los intervalos ¡0.0, 0 .02 j [0 .02 , O.lJ [O.l, 0.2], [0.2, O.S] y[0.3, 0.4] en diez partes iguales para 
el primer intervalo y veinte partes iguales para los restantes. Se ha realizado, asimismo, una comparación 
entre dicha respuesta exacta u(í) y dos respuestas aproximadas U{t)j^ ^(On . ^ ^^ se han obtenido a 
partir del concepto de acción equivalente. En el primer caso, la respuesta aproximada U(t)j se ha 
obtenido interpolando con la expresión (6.6) los valores exactos de desplazamiento y velocidad en los 
extremos de los intervalos de tiempo citados. Como puede comprobarse en la gráfica de la figura 3 (b), a 
partir del instante / = 0.2seg, donde el valor de la acción se hace nulo y las oscilaciones son libres, 
ambas respuestas coinciden. Consecuentemente, solamente se han tabulado los 51 valores' que 
con-esponden a instantes comprendidos entre el ¡nidal y el de finalización de la acción exterior. El error 
cometido desde el instante inicial hasta dicho instante, / = 0,2seg, se puede apreciar tanto en la gráfica 
como en la tabla. Por otra parte, considerando los subintervalos que tienen por extremos los instantes 
/ = 0.0, 0.02, 0.06, 0 .1 , 0.15, 0.2, OAseg, e interpolando nuevamente en los extremos de cada 
uno, obtenemos la respuesta que hemos denominado respuesta aproximada í/(/)y;^, la cual,como puede 
apreciarse en la tabla, coincide prácticamente con la respuesta teórica (entre 0.2 y OAseg es igual a la 
respuesta exacta). De esta manera la respuesta aproximada U{t)¡j obtenida por interpolación en seis 
intervalos, resultaren este caso,equivalente a la exacta,calculada mediante las expresiones (6.4) y (6.5) 
en los 91 instantes citados. 
7. Comentarios finales y conclusiones 
Se ha concretado en este trabajo un método de análisis, construcción y cálculo de los splines 
generalizados que está basado en una interpretación matricial del planteamiento variacional de la teoría 
de splines. Dicho enfoque puede considerarse como alternativo a otras líneas de trabajo existentes que 
emplean esencialmente procedimientos algebraicos en la construcción y análisis de dichas funciones. La 
interpretación efectuada ha permitido, de manera natural, aplicar en el campo de los splines las técnicas 
matriciales utilizadas en el cálculo de estructuras y elementos finitos. El método que se ha propuesto para 
el cálculo de los splines es el de desplazamientos, aunque en el trabajo se comenta también» de fonna 
esquemática, el método de compatibilidad. De acuerdo con los resultados obtenidos, tanto el enfoque 
seguido como la metodología desarrollada pueden considerarse originales en el área de los splines, pues 
en la extensa bibliografía consultada no se ha encontrado ningún desan-ollo próximo al aquí elaborado. 
Por otra parte, la línea de trabajo seguida ha permitido una cierta extensión del concepto de spline 
generalizado, modificando alguna de las condiciones en las que se viene basando la definición de dichas 
funciones: regularidad global en las funciones que definen el operador al que va asociado el spline, en 
lugar de la regularidad por subintervalos,como aquí se propone. 
La formulación matricial se ha planteado a través de conceptos propios de la metodología variacional 
aplicados a las funciones de forma locales que definen el spline, apareciendo, de manera directa, los 
elementos del cálculo matricial de estructuras: ecuación de equilibrio local, matriz de rigidez, vector de 
desplazamientos, vector de cargas nodales, etc., que encuentran sentido en el cálculo de splines con esta 
metodología. Asimismo, es posible trasladar al cálculo de estas funciones otros conceptos "3el cálculo 
matricial tales como expansión, ensamblado, condensación nodal, etc. Además, se ponefTde relieve 
ciertas ventajas o posibilidades que no se han explotado suficientemente en la práctica usual del cálculo 
de splines. 
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Así, las ventajas del método propuesto se centran, fundamentalmente, en la posibilidad de manejar 
simultáneamente multitud de parámetros y diferentes condiciones de interpolación, es decir, modificar a 
voluntad, en cada subintervalo, el valor de las funciones que definen el operador diferencial al que va 
asociado el spline y asimismo utilizar condiciones de interpolación que pueden ser diferentes de unos 
nodos a otros, teniendo la opción de modificar éstas en cualquier momento, sin necesidad de cambiar la 
ecuación que hemos denominado de equilibrio global. 
Por otro lado, también se ha incluido la posibilidad de incorporar al cálculo las acciones que hemos 
denominado de tipo puntual. Éstas, como se comenta en el trabajo, han sido empleadas por algunos 
autores de una manera indirecta al considerar la inclusión de nodos adicionales, fijando adecuadamente 
sus ordenadas para evitar, por ejemplo, la aparición de puntos de inflexión extraños. También se han 
empleado en los splines de suavizado donde la curva spline se une, de manera elástica, a ciertos puntos 
de ordenada fija. Para dichos casos la construcción se ha efectuado para tipos muy particulares de 
condidones de interpolación y de una manera un tanto rígida, que contrasta con la versatilidad del 
enfoque aquí desarrollado. 
Por lo que se refiere a otros aspectos, puede señalarse el resultado descrito para el caso de operadores 
autoadjuntos en la forma usual, que relaciona la unicidad de solución del problema de interpolación con 
splines generalizados, con la uniddad de solución de un problema de interpolación polinomial de Hermite-
Birkoff. También destacamos el resultado de reciproddad en teoría de splines, lo que pone de manifiesto 
el alcance de la generalizadón realizada. Esta línea permitiría dar interpretación, en el campo de los 
splines, a otros teoremas distintos al de reciprocidad, como son, por ejemplo, los de Castigliano, trabajo 
mínimo, etc. 
La teoría de splines generalizados como técnica de interpolación encuentra un importante campo de 
aplicación en la aproximación de las soluciones de problemas de contorno unidimensionales cuando se 
emplean las técnicas de elementos finitos o elementos de contomo. En esta línea el enfoque seguido ha 
permitido demostrar e interpretar con facilidad en que casos la solución de estos problemas de contomo 
es nodalmente exacta. Aunque lo anterior es bien conocido por la teoría de elementos de contorno y de la 
función de Green y, especialmente, desde el trabajo de P. Tong ([22]), el planteamiento desarrollado, 
además de lo indicado anteriormente, nos ha conducido a la ¡dea de acción equivalente, generalizando la 
idea de acdón nodal equivalente. Hay que señalar también como resultado, derivado del planteamiento 
propuesto, que se obtienen soluciones nodalmente exactas, independientemente de que las funciones de 
prueba utilizadas sean,o no, splines generalizados; bastando con que éstas intervengan solamente como 
funciones de ponderación. Además, la exactitud nodal de la solución se puede conseguir incluso para 
derivadas altas a partir de las ecuaciones de equilibrio de los elementos. 
Se indica finalmente que las ideas expuestas en el trabajo, se han ilustrado con aplicaciones a casos 
sencillos, en diferentes contextos, como son,por ejemplo, el de las técnicas gráficas, el propio del cálculo 
de estaicturas y el del cálculo dinámico. Esto viene a poner de manifiesto que la potencialidad y 
versatilidad de los planteamientos matriciales de la teoría de splines generalizados permite englobar, 
dentro de una misma metodología,áreas que tradicionalmente son estudiadas de manera separada. 
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